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Аннотация. В общем случае система Фоккера–Планка с заданным гамильтонианом не яв-

ляется интегрируемой. Только в случае, когда 𝑎 = 0,5 и 𝑏 = −1, общий интеграл этой си-
стемы получен в работах Ablowitz M. J., Ramani A., Segur H. (1980), а также Yoshida H 
(1983). В работе А.Д. Брюно и А.С. Солеева (1995), посвященной гамильтоновым систе-
мам, указан алгоритм нахождения гамильтоновых укорочений гамильтоновых систем. Из-
вестно, что не каждое укорочение гамильтоновых систем является гамильтоновым. Алго-
ритм, предложенный в работах А.Д. Брюно и А.С. Солеева (1995), позволяет находить 
степенные приближения, то есть укороченные системы, которые сами являются гамильто-
новыми и дают решения заданных систем. Следуя методике работ А.Д. Брюно и А.С. Со-
леева (1995), при помощи алгоритма вычисления находятся многогранники и нормальные 
конуса его граней. В работе изучается укорочение Фоккера-Планка с заданным гамильто-
нианом. Найдено гамильтоново укорочение системы Фоккера-Планка и получено реше-
ние данной укороченной системы. В силу того, что укороченная система является асимп-
тотически первым приближением исходной системы, найденное решение является первым 
приближением к решению системы Фоккера-Планка с заданным гамильтонианом. 

Ключевые слова: система Гамильтона, укорочения, степенные приближения, дифферен-
циальные уравнения, асимптотика, многогранник Ньютона, элементы многогранника. 

 

В работе [3] рассматривалась cистема Фоккера-Планка 

                                                     𝑥̇1 = 𝑥1𝑦2 + 2𝑎𝑥2𝑦1 + 4𝛼𝑥1
4𝑥2

4𝑦1
3𝑦2

4, 
                                                     𝑥̇2 = 𝑥1𝑦1 + 2𝑏𝑥2𝑦2 + 4𝛼𝑥1

4𝑥2
4𝑦1

4𝑦2
3, 

  𝑦̇1 = −𝑥1 − 𝑦1𝑦2 − 4𝛼𝑥1
3𝑥2

4𝑦1
4𝑦2

4,                                               (1) 

                                                     𝑦̇2 = −𝑥1 − 𝑎𝑦1
2 − 𝑏𝑦2

2 − 4𝛼𝑥1
4𝑥2

3𝑦1
4𝑦2

4. 

 с гамильтонианом 

mailto:asoleev@yandex.ru
mailto:ya-muxtarov@mail.ru
mailto:usmonovuktam93@gmail.ru
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𝐻 =
1

2
(𝑥1

2 + 𝑥2
2) + 𝑥1𝑦1𝑦2 + 𝑥2(𝑎𝑦1

2 + 𝑏𝑦2
2) + 𝛼𝑥1

4𝑥2
4𝑦1

4𝑦2
4.                     (2) 

В общем случае эта система с заданным гамильтонианом не является интегрируемой. 

Только в случае, когда 𝑎 =
1

2
 и 𝑏 = −1 общий интеграл этой системы получены в работах 

Ablowitz M. J., Ramani A., Segur H., а также Yoshida H [6, 7]. 

В работе А.Д. Брюно и А.С. Солеева [5], посвященной гамильтоновым системам, ука-

зан алгоритм нахождения гамильтоновых укорочений гамильтоновых систем. Известно, что 

не каждое укорочение гамильтоновых систем является гамильтоновым. Данный алгоритм 

использует многогранники Ньютона. Сначала находят носители, строят многогранник, выде-

ляет все элементы и по соответствию к этим элементам находят укорочения.  

Функция Гамильтона (2) имеет носитель 

𝐷1 = {
𝑅1 = (2,0,0,0), 𝑅2 = (0,2,0,0), 𝑅3 = (1,0,1,1),

 𝑅4 = (0,1,2,0), 𝑅5 = (0,1,0,2), 𝑅6 = (4,4,4,4)
}. 

Результаты вычисления многогранника Г1 [5] по программе из [2] приведены в таблице 

1. Таблица 1 состоит из пяти малых (приведены только три) таблиц 1.1 − 1.3. 

 

Таблица 1.1 

Polyhedron Dimension: 4 

Corresponding matrix 

2 0 1 0 0 4

0 2 0 1 1 4

0 0 1 2 0 4

0 0 1 0 2 4

V0 V1 V2 V3 V4 V5

1. -6 -6 7 7 (-) (-) (+) (+) (+) (+)

2. -3 2 1 1 (-) (+) (-) (+) (+) (+)

3. -2 -2 -1 -1 (+) (+) (+) (+) (+) (-)

4. 2 2 -4 1 (+) (+) (-) (-) (+) (+)

5. 2 2 1 -4 (+) (+) (-) (+) (-) (+)

6. 4 -6 -3 7 (+) (-) (+) (-) (+) (+)

7. 4 -6 7 -3 (+) (-) (+) (+) (-) (+)  

 

Таблица 1.2 

Surface Dimension: 3 

  1) {0, 1, 2, 3, 4} 

  2) {0, 1, 3, 5} 

  3) {0, 1, 4, 5} 

  4) {0, 2, 3, 5} 

  5) {0, 2, 4, 5} 

  6) {1, 3, 4, 5} 

  7) {2, 3, 4, 5} 

 

Таблица 1.3 

Surface Dimension: 2 

  1) {0, 1, 3} / 0, 1 

  2) {0, 1, 4} / 0, 2 

  3) {0, 1, 5} / 1, 2 

  4) {0, 2, 3} / 0, 3 

  5) {0, 2, 4} / 0, 4 

  6) {0, 2, 5} / 3, 4 

  7) {0, 3, 5} / 1, 3 

  8) {0, 4, 5} / 2, 4 

  9) {1, 3, 4} / 0, 5 

  10) {1, 3, 5} / 1, 5 

  11) {1, 4, 5} / 2, 5 

  12) {2, 3, 4} / 0, 6 

  13) {2, 3, 5} / 3, 6 

  14) {2, 4, 5} / 4, 6 

  15) {3, 4, 5} / 5, 6 

Первая из таблиц (таблица 1.1) является таблицей соответствий. Сверху она содержит 

векторы 𝑅1, ⋯ , 𝑅6 в виде столбцов. Слева в виде строк даны векторы нормалей к гипергра-

ням 𝑉0, ⋯ , 𝑉5.  

На пересечении 𝑖 −той строчки и 𝑗 −того столбца стоит знак " + ", если точка 𝑅𝑗 лежит 

на гиперграни с нормальным вектором 𝑉𝑖 и знак " − " в противном случае. 
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В таблице 1.2 построчно перечислены все грани размерности 3:  слева стоит номер гра-

ни, а в скобках указаны номера 𝑖 точек 𝑅𝑖 которые попали на эту грань. В таблице 1.3 по-

строчно перечислены грани размерности 2: номер грани; в скобках – номера 𝑖 точек 𝑅𝑖, ле-

жащих на этой грани; номера граней размерности 3, в которых содержится эта грань размер-

ности 2. 

Система (1) имеет носитель  

𝐷2 = {𝑆1 = (1,0, −1,0), 𝑆2 = (0,0,0,1), 𝑆3 = (0,1,0, −1), 𝑆4 = (2,0,0, −1),
𝑆5 = (0,2,0, −1),  𝑆6 = (−1,1,1,0), 𝑆7 = (1, −1,1,0)}. 

Аналогично таблице 1 получены результаты вычисления многогранника Г2, соответ-

ствующего множеству 𝐷2 в пространстве ℝ4. Из полученного результата видно, что в отли-

чие от многогранника Г1, многогранник Г2, имеет 18 граней размерности 2, 17 граней раз-

мерности 1 и восемь вершин. 

После проекции [5] множество 𝐷1 переходит во множество пространства ℝ3: 

𝐷1
′ = {𝑅1

′ = (2,0,0), 𝑅2
′ = (0,2,0), 𝑅3

′ = (0,1,2), 𝑅4
′ = (−2,3,2), 𝑅5

′ = (0,1,2), 𝑅6
′ = (0,8,8)}. 

Аналогично таблице 1 приведены результаты вычислений многогранника Г1
′  по про-

грамме из [2], (см. также [1,4]) Многогранник Г1
′  содержит из 5 граней раз мерности 2, 8 гра-

ней размерности 1 и 6 вершин. Из таблицы 1 и таблицы вычислений многогранника Г1
′  сле-

дует, что 2 двумерным граням многоугольника Г1
′  соответствуют 3 трехмерные грани много-

гранника Г1, а 2 другим двумерным граням многогранника соответствует 3 двумерные грани 

многогранника Г1
′ . Всем одномерным граням многогранника соответствуют одномерные 

грани многогранника Г1.  

При проекции [5] множество 𝐷2 переходит во множество 

𝐷2
′ = {

𝑆1
′ = (2, −1, −1), 𝑆2

′ = (0,0,1), 𝑆3
′ = (0,1, −1),

𝑆4
′ = (2,0, −1), 𝑆5

′ = (0,2, −1), 𝑆6
′ = (−2,2,1)

}. 

Сопоставляя двумерные грани многогранника Г1
′  с гранями многогранников Г1 и Г2 и 

перечислим соответствующие укорочения функции Гамильтона, дающие укороченные си-

стемы Гамильтона. 

Грани Г′
1,1

(2)
 (первая строка таблицы 3.2) соответствует грань Г1,1

(3)
 (первая строка табли-

цы 1.2) и укорочение 

ℎ̂1
3 =

1

2
(𝑥1

2 + 𝑥2
2) + 𝑥1𝑦1𝑦2 + 𝑥2(𝑎𝑦1

2 + 𝑏𝑦2
2). 

Грани Г′
1,4

(2)
 (четвёртая строка таблицы 3.2) соответствует грань Г1,10

(2)
 (десятая строка 

таблицы 1.3) и укорочение 

ℎ̂10
2 =

1

2
𝑥2

2 + 𝑎𝑥2𝑦1
2 + 𝛼𝑥1

4𝑥2
4𝑦1

4𝑦2
4. 

Грани Г′
1,3

(2)
 (третья строка таблицы 3.2) соответствует грань Г1,5

(3)
 (пятая строка таблицы 

1.2) и укорочение 

ℎ̂5
3 =

1

2
𝑥1

2 + 𝑥1𝑦1𝑦2 + 𝑥2𝑏𝑦2
2 + 𝛼𝑥1

4𝑥2
4𝑦1

4𝑦2
4. 

Грань Г′
1,2

(2)
 (вторая строка таблицы 3.2) соответствует грань Г1,3

(2)
 (третья строка таблицы 

1.3) и укорочение 

ℎ̂3
2 =

1

2
(𝑥1

2 + 𝑥2
2) + 𝛼𝑥1

4𝑥2
4𝑦1

4𝑦2
4. 

Грань Г′
1,5

(2)
 (пятая строка таблицы 3.2) соответствует грань Г1,7

(3)
 (седьмая строка табли-

цы 1.2) и  

ℎ̂7
3 = 𝑥1𝑦1𝑦2 + 𝑥2(𝑎𝑦1

2 + 𝑏𝑦2
2) + 𝛼𝑥1

4𝑥2
4𝑦1

4𝑦2
4. 
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Заметим, что укорочение ℎ̂1
(3)

 соответствует линейному первому приближению систе-

мы, а укорочение ℎ̂7
(3)

− это гамильтониан системы Фоккера-Планка. Только эти три из пяти 

укорочений соответствуют трехмерным граням многогранника Г1, остальные соответствуют 

его двумерным граням. 

Функция Гамильтона (1) есть 

ℎ̂1
3 =

1

2
(𝑥1

2 + 𝑥2
2) + 𝑥1𝑦1𝑦2 + 𝑥2(𝑎𝑦1

2 + 𝑏𝑦2
2)                                    (3) 

Здесь 𝐷1 = {𝑅𝑖 = (𝑃𝑖, 𝑄𝑖), 𝑖 = 1, ⋯ ,5, 𝑅 = (𝑃, 𝑄)𝑐 ∑ 𝑝𝑗 + ∑ 𝑞𝑗 ≥ 4, 𝑝𝑗 , 𝑞𝑗 ≥ 0}, где 

𝑅1 = (2,0,0,0), 𝑅2 = (0,0,1,1), 𝑅3 = (0,3,0,0), 𝑅4 = (0,2,0,1), 𝑅5 = (1,2,0,0). 
После проекции [5] получаем 

𝑅1
′ = (2,0,0), 𝑅2

′ = (−1,1,2), 𝑅3
′ = (0,3,0), 𝑅4

′ = (0,2,1), 𝑅5
′ = (1,2,0). 

Нормальный вектор (𝑈, 𝑣2) = (−2, −2, −1) со всеми отрицательными компонентами. 

Ему по лемме 4.1 [5] соответствует нормаль (𝑈, 𝑉) = (−2, −2, −1, −1). Соответствующая 

укороченная функция Гамильтона есть  
𝑥̇1 = 𝑥1𝑦2 + 2𝑎𝑥2𝑦1,
𝑥̇2 = 𝑥1𝑦1 + 2𝑏𝑥2𝑦2,

        
 𝑦̇1 = −𝑥1 − 𝑦1𝑦2

𝑦̇2 = −𝑥2            
                                      (4) 

Является квазиоднородной и имеет решение вида 

𝑥1 = 𝛼1𝑡−2, 𝑥2 = 𝛼2𝑡−2, 𝑦1 = 𝛽1𝑡−1, 𝑦1 = 𝛽2𝑡−1. 

Его коэффициенты в силу системы (4) связаны равенствами 

−2𝛼1 = 𝛼1𝛽2 + 2𝑎𝛼2𝛽1,   −2𝛼2 = 𝛼1𝛽1 + 2𝑏𝛼2𝛽2,   𝛽1 = 𝛼1 + 𝛽1𝛽2,  𝛽2 = 𝛼2, 
т.е 

𝛼1 = (1 − 𝛽2)𝛽1, 𝛼2 = 𝛽2, 𝛽2
2 + (2𝑎 − 3)𝛽2 + 2 = 0, 𝛽1 =

2𝑏𝛽2
2 + 2𝛽2

𝛽2 − 1
. 

Т.о. система (4) имеет вещественное решение, если 𝑎 ∈ (−∞;  0) ⋃(0;  1,5 −

√2] ⋃  [1,5 + √2; +∞) и полученное решение является главным членом разложения в ряд 

решения системы (1). 
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Annotation. In general, the Fokker-Plank system with given Hamiltonian is non-integrable. Just 

in case of values 𝑎 =
1

2
 and 𝑏 = −1, and results on general integral of this system are obtained in 

Ablowitz M. J., Ramani A., Segur H. (1980), and Yoshida H. (1983). The algorithm of computa-
tion of Hamilton shortening of Hamilton systems can be found in Bruno A.D., Soleev A.S. 
(1995), that is devoted to Hamilton systems. It is also known, that we can see non every shorten-
ing of Hamilton systems be Hamiltonian. We use the algorithm, proposed in BrunoA.D., Soleev 
A.S. (1995), to find degree approximation, that is precisely shortening systems, that are Hamilto-
nian and allow to obtain the solutions of the given systems. It can be found, that polyhedrons 
and normal cone of sides are computed by using the algorithm and the given methods by Bruno 
A.D., Soleev A.S. (1995). In this paper, we study the shortening of Fokker-Plank with the given 
Hamiltonians. Hamilton shortening of Hamilton systems are defined and according to that we al-
so have the solution of the given shortened system. Taking into account that the shortening sys-
tem represents the first asymptotic approximation of initial system, the computed solution is con-
sidered to be the first approximation to the solution of Fokker-Plank systems with the given 
Hamiltonian. 

Key words: Hamilton system, shortenings, degree approximation, differential equations, asymp-
totic behavior, Newton polyhedron, polyhedron elements. 
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Аннотация. Статья посвящена специальным геометрическим моделям функциональных 
зависимостей — номограммам, их конструированию и обоснованию. Даются краткие све-
дения о развитии номографии — раздела вычислительной математики, занимающегося 
теорией и практикой построения и применения номограмм в различных областях челове-
ческой деятельности. Определяется роль номограмм в укреплении внутрипредметных свя-
зей, а также в расширении межпредметных связей математики с различными разделами 
физики. Приводятся примеры номограмм, доступных учащимся средней школы, не только 
с точки зрения применения, но и с точки зрения обоснования и конструирования. 

Ключевые слова: номография; номограмма; геометрия; геометрическая модель; вычисле-
ние с помощью номограмм. 

И вот существует метод, который позволяет для 

каждой формулы изготовить свой особый инструмент, 

совершенно освобождающий нас от всех вычислений 

по данной формуле и прямо дающий нужный результат. 
А.А. Глаголев. 

В диссертации [6] на фоне детального исследования всех предметных курсов средней 

школы на предмет присутствия в них геометрических моделей функциональных зависимо-

стей, нами были предложены номограммы – специальные представители этого класса гео-

метрических моделей. Построенная на листе бумаги для определенной функциональной за-

висимости номограмма очень просто используется для получения ответа: достаточно, 

например, приложить линейку или сделать засечку циркулем. 

1. Построением таких моделей-чертежей занимается номография – наука о методах 

графического изображения функциональных зависимостей, которая является составной ча-

стью вычислительной математики. Номография как наука оформилась задолго до появления 

электронно-вычислительных машин. Первые попытки графического решения аналитических 

задач в форме, близкой к современным номографическим построениям, относятся к концу 

XVIII в. — в 1795 г. была опубликована «Линейная арифметика» французского математика 

Пуше, в которой давались графические приёмы выполнения арифметических действий. Пу-

ше построил первую номограмму — модель умножения в форме семейства равносторонних 

гипербол, имеющих общие асимптоты. 

Из Франции номография распространилась и в другие страны. В России начало разви-

тия номографии положила работа Н.М. Герсеванова «Основы номографии» (1906 г.). Даль-

нейшее развитие номографии в нашей стране связано также с именами П.В. Мелентьева, 

И.Н. Денисюка, Н.А. Глаголева, А.А. Глаголева, М.В. Пентковского, Б.А. Невского, И.А. 

Вильнера, Г.С. Хованского, С.Н. Борисова и других ученых (см. библиографию в [6], а также 

[7, c. 239–244]). 

Явное народнохозяйственное значение номографии и доступность номограмм приводят 

к возможности ознакомления с номографией в процессе обучения математике в средней 

школе. В нашей стране специально для школьников выдающимися номографами А.А. Гла-
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голевым и М.В. Пентковским были разработаны и изданы учебные пособия [3; 8]. Создава-

лись и факультативные курсы (П.А. Компанийц [5], С.П. Пулькин [9], П.В. Стратилатов [10] 

и др.). Вопросам номографии были посвящены лекции, прочитанные А.Н. Колмогоровым в 

Летней школе на Рубском озере, организованной для школьников, закончивших восемь клас-

сов [4]. Введение отдельных элементов номографии в среднее образование предлагалось в 

диссертационных исследованиях.  

2. Обратим внимание на то, что в «Четырехзначных математических таблицах» В.М. 

Брадиса, регулярно переиздающихся с 1921 г., в явном виде помещены две номограммы из 

выравненных точек, по которым ответ находится одним приложением линейки [2, с. 82–84]. 

Приведём здесь одну из этих номограмм (см. рис. 1), построенную для решения уравнения  

zyx

111
 .      (1) 

 

Рис. 1. Номограмма для решения уравнения 
zyx

111
 . 

Эта номограмма состоит из трёх шкал (переменных x, y, z), выходящих из одной точки. 

Рядом с номограммой пишется ключ (обычно это неотъемлемая часть номограммы, посколь-

ку только зная ключ, можно ею воспользоваться). Обоснование номограммы можно прочи-

тать на с. 84 [2]. В настоящей заметке мы даём своё обоснование (см. п. 3). 

Номограмма позволяет находить значение одной из переменных x, y, z, связанных дан-

ным уравнением, если известны значения двух других. На номограмме рис.1 решается  

Задача 1. Решить уравнение (1) при x = 9,8; y = 14,2.  

Решение. Ясно, что надо найти значение переменной z. Приложив край линейки к точке 

шкалы x с пометкой 9,8 и к точке шкалы y c пометкой 14,2, на шкале z читаем искомое зна-

чение 5,8.  

3. Обоснование номограммы рис. 1. Пусть два угла, расположенные между шкалами, 

равны между собой и равны . Пусть фактические длины отрезков, отсечённых на шкалах x, 

y, z разрешающей прямой, равны соответственно X мм, Y мм и Z мм. Рассмотрим два тре-

угольника, образованных таким образом на рис. 1. Назовём их «левый» и «правый». Вос-
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пользовавшись известной из тригонометрии формулой для вычисления площади треуголь-

ника, получаем, что площадь левого треугольника равна S1 = 0,5 ˖ XZ ˖ sin  (мм2), а площадь 

правого треугольника равна S2 = 0,5 ˖ ZY ˖ sin  (мм2). В то же время площадь треугольника, 

являющегося суммой левого и правого треугольников, равна S = 0,5 ˖ XY ˖ sin 2 (мм2). Так 

как S = S1 + S2, то получаем зависимость  

0,5 ˖ XY ˖ sin 2 = 0,5 ˖ XZ ˖ sin  + 0,5 ˖ ZY ˖ sin ,  

которая после упрощения принимает вид 

XY ˖ 2cos  = XZ + ZY. 

Разделим обе части этой зависимости на XYZ: 

.
Y

1

X

1

Z

cos2



 

Теперь обсудим цену делений шкал x, y, z. Пусть цена делений шкал x и y одна и та же и 

равна m мм. Тогда левая вершина левого треугольника на шкале x должна показать число x = 

m

X
, а правая вершина правого треугольника на шкале y должна показать число y = 

m

Y
. 

Умножим обе части выведенной зависимости на m: 

.
YXZ

cos2 mmm


 
     (2) 

Возьмём цену деления шкалы z равной m ˖ 2сos  (мм). Тогда на шкале z разрешающая 

прямая покажет число z = 
cos2

Z

m
. Очевидно, что тогда числа x, y, z будут связаны между 

собой уравнением (1), что и требовалось доказать. Заметим, что, так как в номограмме рис. 1 

угол  равен 27, то цена деления шкалы z отличается от m (мм), цены деления шкал x и y, и 

равна m ˖ 2сos 27  m ˖ 2 ˖ 0,8910 = 1,7820 m  1,8 m (мм), что легко проверить на рисунке.  

 

Рис. 2. Номограмма для решения уравнения 
xba

111
 . 

Из обоснования ясно, что углы между шкалами x, z и y, z могут быть произвольными 

острыми углами. Главное — они должны быть равны между собой. Это значит, что мы мо-

жем построить аналогичную номограмму с углом , равным не 27, как на рис. 1, а, напри-

мер, 60 (см. рис. 2). Тогда цена делений на всех шкалах будет одинаковой, так как при  = 

60 косинус равен 0,5 и числитель левой части только что полученной зависимости (2) равен 

m ˖ 2cos 60 = m ˖ 2 ˖ 0,5 = m (мм). В этом можно убедиться, заглянув в [3, с. 19]. 

4. Номограммы способствуют сближению различных разделов школьного курса мате-

матики (геометрии, теории функций, методов вычислений), формированию и закреплению 

узловых математических понятий (функции, множества, системы координат, абсолютной и 

относительной погрешностей и т. д.).  

5. Использование номограмм в смежных школьных дисциплинах осуществляет меж-

предметные связи. В этом плане можно отметить то, что номограмма рис. 1 (или рис. 2) мо-
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жет использоваться не только в математике, т. е. не только для решения «чисто» математиче-

ского уравнения (1), но и в физике – в двух её разделах: 

«Оптика» — для вычислений по формуле тонкой линзы: ,
111

fdF
  где F — фокусное 

расстояние, d — расстояние от предмета до линзы, f — расстояние от изображения до линзы;  

«Электричество» — 1) для вычислений по формуле общего сопротивления при парал-

лельном соединении проводников: ,
111

21 RRR
  где R — общее сопротивление, R1 и R2 — 

сопротивления участков; 2) для вычисления по формуле общей индуктивности цепи, состо-

ящей из двух катушек при параллельном их соединении: ,
111

21общ. LLL
  где Lобщ. — общая 

индуктивность цепи, L1, L2 — индуктивности отдельных катушек; 3) для вычисления общей 

электрической ёмкости цепи, состоящей из двух последовательно соединённых конденсато-

ров: ,
111

21общ. ССС
  где Собщ — общая ёмкость цепи, С1, С2 — ёмкости отдельных конден-

саторов. 

6. Обобщим уравнение (1), решаемое в [2] с помощью номограммы рис. 1, а в [3] — с 

помощью номограммы рис. 2, до четырёх переменных [3, с. 19]:  

xcba

1111
 .      (3) 

Номограмма для решения уравнения (3) изображена на рис. 3.  

 

Рис. 3. Номограмма для решения уравнения 
xcba

1111


 
Ясно, что эта номограмма является соединением-наложением двух номограмм типа рис. 

2 и состоит из четырёх шкал: ОА, ОВ, ОС и OD c общим началом, изображающим число 0. 

Её можно получить из номограммы рис. 2, если в последней сделать определённые дополни-

тельные построения: продолжить одну из крайних шкал за её начало — например, шкалу ОА, 

и нанести на это продолжение такую же шкалу (ОD) (рис. 3). 

Покажем, как пользоваться номограммой рис. 3 для решения уравнения (3), когда тре-

буется по трём заданным значениям переменных a, b и c найти значение четвёртой перемен-

ной x. 
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Задача 2. Решить уравнение (3) при a = 5,6; b = 4,4; c = 3,5.  

Решение. На шкале ОА находим точку А1 с пометкой 5,6, на шкале ОС — точку С1 с 

пометкой 4,4. Соединяем точки А1 и С1. Отрезок А1С1 пересекает шкалу ОВ в точке В1, помет-

ка которой d1 удовлетворяет уравнению  

,
111

1dba


 
или, при заданных значениях a и b, уравнению 

.
1

4,4

1

6,5

1

1d
  

Сделав соответствующую замену в уравнении (3), получаем уравнение 

xcd

111

1

 .      (4) 

Далее на шкале ОD находим точку D1 с пометкой 3,5, равной значению с. Соединяем 

точки В1 и D1. Отрезок B1D1 пересекает шкалу ОC в точке, пометка которой 1,45 является 

значением x, удовлетворяющим уравнению (4). Очевидно, что оно удовлетворяет и уравне-

нию (3) при заданных значениях a, b и c. 

7. Возвращаясь к п. 5, отметим, что все приведённые там уравнения из раздела физики 

«Электричество» расширяются до большего количества переменных. Например, при опреде-

лении сопротивления в электрической цепи при параллельном соединении трёх проводников 

используется следующая формула:  

,
1111

321 RRRR


 
для которой номограмма рис. 3 является рабочей, т. е., задав значения сопротивлений 

R1, R2, R3, по ней можно легко найти общее сопротивление R. 

Задача 3. Три параллельно соединённых проводника имеют сопротивления R1 = 4 Ом, 

R2 = 4 Ом, R3 = 3 Ом. Найти общее сопротивление данной цепи. 

По номограмме получаем R = 1,2 Ом. Вручную получается то же самое значение. 

Замечательно то, что по этой же номограмме рис. 3 тем же самым способом можно ре-

шать и более сложные уравнения вида 

xdcba

11111
 .     (5) 

Попробуйте вычислить значение x при следующих значениях a, b, c, d: 

a = 5,4; b = 4,3; c = 6,0; d = 3,7   (6) 

сначала вручную, а затем — воспользовавшись номограммой рис. 3. Сравните время, 

затраченное на первый способ вычисления, с временем, затраченным на второй способ. Оче-

видно, что в выигрыше окажется второй способ: по номограмме ответ вычисляется гораздо 

быстрее — всего тремя приложениями края линейки к точкам шкал с соответствующими 

пометками (6), вручную же надо вычислить числовое выражение 

!

7,3

1

0,6

1

3,4

1

4,5

1

1



 

Во сколько раз дольше!?! Между прочим, по номограмме получаем почти 1,2, а вруч-

ную – приблизительно: 1,18  1,2! 

8. С помощью номограммы рис. 3 можно решать уравнения вида (5) с большим количе-

ством слагаемых в левой части, например, для вычисления сопротивления электрической це-
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пи в случае параллельного соединения любого числа проводников с использованием форму-

лы 

.
1

...
111

21 nRRRR
  

9. Замечания. 1. В случаях, когда значения данных переменных или значение искомой 

переменной выходят за пределы шкал, надо все числа — значения переменных, умножить 

или разделить на одно и то же надлежаще выбранное число. Например, если в случае трёх 

переменных даны значения x = 75, y = 48, то после деления на 10 имеем: x = 7,5, y = 4,8 и по 

номограмме рис. 1 находим z = 2,9, а после умножения на 10 получаем искомое значение z = 

29. 

2. Разработчики номограмм рекомендуют в качестве рабочих использовать номограммы 

больших размеров, так как по ним можно получить более точный результат, чем по номо-

граммам, расположенным на страницах пособия. Примером может служить книга «Номо-

графия для школьника» А.А. Глаголева, к которой прилагаются вкладки с несколькими, 

наиболее часто используемыми, рабочими номограммами увеличенных размеров [3].  

10. Появление компьютеров значительно облегчило проведение численных расчётов 

при решении различных задач. Однако практика показывает, что номограммы обладают це-

лым рядом преимуществ перед ними. Простота пользования номограммами, малая вероят-

ность ошибки, их доступность, дешевизна и быстрота получения по ним ответа позволяют 

утверждать, что номографическое решение задачи, если точность номограмм достаточна, 

экономически выгоднее компьютерного. Естественны случаи синтезирования номографиче-

ских и компьютерных методов решения задач. Целесообразным является использование ме-

тодов приближенного номографирования таблиц с несколькими входами, полученных на 

компьютере.  

Для получения номограмм можно применять компьютер и после этого рассматривать 

номограммы как одну из удобных форм компьютерного решения задач. Существуют работы 

по автоматизированию не только построения номограмм, но и по их конструированию [1]. 

Это означает, что создаются такие программы, которые дают возможность после ввода в 

компьютер формулы, пределов изменения переменных и размеров чертежа сразу получить 

готовую рабочую номограмму. 

11. Номограммы способствуют специфическому целенаправленному использованию 

методов прикладной математики. С.И. Шварцбурд выделил три этапа приложения математи-

ки к решению практических задач: формализация — переход от реальной ситуации, которую 

следует разрешить, к адекватной математической модели; 2) решение задачи внутри постро-

енной математической модели; 3) интерпретация [13, с. 18–19]. Как отмечает В.В. Фирсов, 

явное вовлечение в процесс обучения математике этапов формализации задачи и интерпре-

тации полученного в результате её решения результата создаёт единственно возможные 

предпосылки для обучения применению математики к реальным проблемам [12, с. 17]. Но-

мографическое решение практических задач отвечает этому требованию. 

Заключение. Приведённые в настоящей работе примеры иллюстрируют методику пре-

подавания основ номографии в средней школе, показывают возможность демонстрации эф-

фективности номографических методов не только в математике, но и в других школьных 

дисциплинах, а также то, что использование и построение номограмм повышает математиче-

скую культуру учащихся, под которой понимается «…определенный запас знаний, навыков 

и умений учащихся, в том числе и умение применять накопленные знания и навыки в трудо-

вой и учебной деятельности» [13, с. 20], что, говоря современным языком ФГОС ООО, отра-

жает «формирование умений формализации и структурирования информации, умения выби-
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рать способ представления данных в соответствии с поставленной задачей — таблицы, схе-

мы, графики, диаграммы, …» [11, c. 15].  

Многие номограммы (например, приведённые здесь) могут быть построены учащимися 

средней школы — как обычными способами, так и с помощью интерактивных геометриче-

ских систем: пакета «Живая геометрия», входящего в состав образовательного комплекса 

«1С:Математика, 5–11 классы. Практикум», разработанного в рамках проекта «Информати-

зация системы образования», или программы «1С:Математический конструктор». 
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Summary. The article is devoted to special geometrical models of functional dependences — to 
nomograms, their designing and justification. The short information on development of a no-
mography — the section of calculus mathematics which is engaged in the theory and practice of 
construction and application of nomograms in various areas of human activity is supplied. The 
role of nomograms in strengthening of intra subject communications, and also in expansion of 
intersubject communications of mathematics with various sections of physics is defined. Exam-
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ples of the nomograms available to the pupil of high school not only from the point of view of 
application, but also from the point of view of justification and designing are given. 

Keywords: nomography, nomogram, geometry, geometrical model, calculation by means of 
nomograms. 
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Аннотация. Интегральная геометрия представляет собой один из важнейших разделов 
теории некорректных задач математической физики и анализа. Актуальность задач инте-
гральной геометрии обусловлена развитием топографических методов, представляющих 
повышенные требования к глубине применяемых результатов, тем обстоятельством, что к 
решению задач интегральной геометрии сводится ряд многомерных обратных задач для 
дифференциальных задач с частными производными, а также внутренними потребностя-
ми развития теории некорректных задач математической физики и анализа. В настоящей 
работе рассмотрена задача восстановления функции по семейству парабол в верхней по-
луплоскости с весовой функцией, имеющей особенность. Доказана теорема единственно-
сти решения уравнения и выведена формула обращения. Показано, что решение постав-
ленной задачи слабо некорректно, то есть получены оценки устойчивости в пространствах 
конечной гладкости. 

Ключевые слова. Слабо некорректные задачи, преобразование Фурье, теоремы един-
ственности, весовая функция. 

 

Задачи интегральной геометрии – интенсивно развивающееся направление современ-

ной математики, которое является одним из крупнейших направлений в теории некоррект-

ных задач математической физики и анализа. Ее задачи тесно связаны с многочисленными 

приложениями – задачами интерпретации данных геофизических исследований, электро-

разведки, акустики и компьютерной томографии. 

Одной из центральных проблем интегральной геометрии является восстановление 

функции, если известны ее интегралы по заданным многообразиям. 

Приведем определение задачи интегральной геометрии [1]. Пусть ( )u x  – достаточно 

гладкая функция, определенная в n  – мерном пространстве  1,..., nx x x , и   M   – се-

мейство гладких многообразий в этом пространстве, зависящих от параметра  1,..., .k    

Пусть, далее, от функции ( )u x  известны интегралы 

( )

( ) ( ),
M

u x d v


         (1) 

где d  определяет элемент меры по ( ).M   Требуется по функции ( )v   найти функ-

цию ( ).u x  

Единственность широкого класса задач интегральной геометрии в полосе была уста-

новлена В.Г. Романовым [2]. Задачи не вольтерровского типа изучались в работах 

М.М.Лаврентьева и А.Л. Бухгейма [3,4], Р.Г. Мухометова [5].  
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Слабо некорректные задачи интегральной геометрии вольтерровского типа с весовыми 

функциями, имеющими особенность исследовались в работах [6,7]. 

Теоремы единственности, оценки устойчивости и формулы обращения слабо некор-

ректных задач интегральной геометрии по специальным кривым и поверхностям с особенно-

стями вершинах получены в [8-10]. 

Задачи интегральной геометрии на параболоидах с возмущением в трехмерном слое 

рассмотрены в работе [11]. 

В настоящей работе рассмотрена задача восстановления функции по семейству парабол 

в верхней полуплоскости с весовой функцией, имеющей особенность. 

Введем обозначения, которые будем использовать в этом пункте: 
1122 ,,),(,),( RRRRyx    

  llyRxyx ),,0(,),,( 1  

 ],0[,),,( 1 lyRxyx   

Постановка задачи.  

В полосе   рассмотрим семейство кривых, которое однозначно параметризуются с 

помощью координат своих вершин ( , ),x y произвольная кривая семейства ),( yxP  определя-

ется соотношениями  
2( , ) {( , ) : ( ) ( ) , 0 , , }.P x y y x y y l l              

Задача 1. Определить функцию двух переменных ( , )u x y , если для всех ( , )x y  из поло-

сы   известны интегралы от функции ( )u   по кривым ( , )P x y : 

( , ) ( , ( , , )) ( , )

x y

x y

g x U x y d f x y    




      (1) 

где  

( , ) 2 2( )sgn( )g x x x x             (2)  

Функция ( , )u x y  – функция из класса U, которые имеют все непрерывные частные про-

изводные до второго порядка включительно и финитны с носителем в 
2
R : 

 supp  ( , ) : , 0 , 0 ,u D x y a x a a y l l              

Доопределим правую часть уравнения (1) при 0y  .  

Введем функцию 

 
( , ) , 0,

*( , )
0 , 0.

f x y при y
f x y

при y


 


      (3) 

Как следует из постановки задачи 1 и условий, наложенных на функцию ( )u  , к функ-

ции *( , )f x y  можно применить преобразование Фурье по .y Рассмотрим преобразование 

Фурье по переменной y  функции *( , )f y . Учитывая, что  

*( , ) 0f x y  , при 0y  ,  

имеем 

*( , ) ( , )i ye f y dy   




  , 

а интеграл в правой части последнего соотношения равен 
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0

( , ) .i ye f y dy 


  

Таким образом, доопределив ( , )f x y  в нижней полуплоскости нулём, к обеим частям 

уравнения (1) можно применять преобразование Фурье по y  и интеграл Фурье будет иметь 

вид : 

0

( ) .i ye dy


  

Введем следующие функции  

 
2

0

( , ) 2 cosi tI e t tdt  


  ,     (4) 

1 4

1
( , )

2 ( , )(1 )

iy d
I y e

I

  


   








 ,     (5) 

 
1

2 4

( , )1
( , )

2 1

ix I y
I x y e d 


 








 .     (6) 

Справедлива следующая теорема: 

Теорема. Пусть функция ( , )f x y  известна для всех ( , )x y  из полосы  . Тогда реше-

ние задача 1 в классе U единственно, имеет место представление 

 
4 4

2 4 4

0

( , ) ( , )( )( ) ( , )

x

U x y I x y E E f d d dx     
 

 

 

 
    

     (7) 

и выполняется неравенство 

0,1 2
2 2 ( )L W R

u C f


 , 

где С – некоторая постоянная.  

 

 

Список литературных источников 

1. Романов В.Г. Некоторые обратные задачи для уравнений гиперболического типа. Ново-

сибирск: Наука, 1972.     

2. Лаврентьев М.М. Интегральная геометрия и обратные задачи // Некорректные задачи 

математической физики и анализа. Новосибирск: Наука. 1984. C.81-86.   

3. Лаврентьев М.М., Бухгейм А.Л. Об одном классе задач интегральной геометрии // До-

клады АН СССР. №1. T. 311. 1973. C.38-39.   

4. Лаврентьев М.М., Бухгейм А.Л. Об одном классе операторных уравнений первого рода 

// Функциональный анализ и его приложения. №4. T. 7. 1973. C.44-53.   

5. Мухометов Р.Г. О задаче интегральной геометрии // Математические проблемы геофи-

зики. №6. T. 2. 1975. C.212-242.   

6. Бегматов Акр.Х. Два класса слабо некорректных задач интегральной геометрии на 

плоскости // Сибирский математический журнал. №2. T. 36. 1995. C.243-247.   

7. Begmatov Akram H. (1995) On a class of weakly ill-posed Volterra-type of integral geometry 

in the three-dimensional space // J. Inverse and Ill-Posed Problems. Vol. 3 . №3. P. 231-235. 

8. Бегматов Акр.Х. Вольтеровские задачи интегральной геометрии на плоскости для кри-

вых с особенностями // Сибирский математический журнал. №4. T. 38. 1997. C.723-737. 



 
ПРИКЛАДНЫЕ АСПЕКТЫ МАТЕМАТИКИ И ИНФОРМАТИКИ 

 

22 

 

9. Бегматов Акр.Х. Задачи интегральной геометрии по специальным кривым и поверхно-

стям с особенностями в вершинах // Доклады РАН. №2. T. 358. 1998. C.151-153.  

10. Begmatov Akbar H. and Begmatov Akram H. (2003) Problems of integral geometry on 

curves and surfaces in Euclidean space // Ill-Posed and Non-Classical Problems of Mathemat-

ical Physics and Analysis, M.M. Lavrent’ev et al., Eds., Proceedings of International Confer-

ence, VSP, Utrecht-Boston, 1-18.  

11. Бегматов Акбар Х. Задачи интегральной геометрии с возмущением в трехмерном про-

странстве // Сибирский математический журнал. №1. T. 41. 2000. C.3-14.  

 

 THE INTEGRAL PROBLEM OF GEOMETRY 

FOR FAMILY OF PARABOLAS ON THE PLANE 
A.H. Begmatov 

Dr. Sci. (Phys.–Math.), professor 
akrambegmatov@mail.ru 

г. Самарканд 
 

A.S. Ismoilov 
assistant 

alisher_5869@rambler.ru 
г. Самарканд 

Samarkand State University (Uzbekistan) 
 
 
 
 
Samarkand State University (Uzbekistan) 
 
 

Annotation. Integral geometry is one of the most important sections of the theory of ill-posed 
problems of mathematical physics and analysis. The urgency of the problems of integral geome-
try is due to the development of tomographic methods, which raise the requirements for the 
depth of the applied results, the fact that the solution of problems of integral geometry reduces a 
number of multidimensional inverse problems for partial differential problems, as well as the in-
ternal development needs of the theory of ill-posed problems of mathematical physics and analy-
sis. In this work we consider the problem of reconstructing a function from a family of parabolas 
in the upper half-plane with a weight function having a singularity. The uniqueness of theorem 
for the solution of equation is proved and the inversion formula is derived. It is shown that the 
solution of the problem posed is weakly ill-posed, that is, stability estimates are obtained in spac-
es of finite smoothness. 

Key words: ill-posed problems, integral geometry problems, integral transforms, inversion for-
mula, existence theorem 

 

References 

1. Romanov V.G. (1972) Nekotory`e obratny`e zadachi dlia uravnenii` giperbolicheskogo tipa 

[Some inverse problem for equations of hyperbolic type] Novosibirsk: Nauka, 1972.   

2. Lavrent`ev M.M. (1984) Integral`naia geometriia i obratny`e zadachi [Integral geometry and 

inverse problems] Nekorrektny`e zadachi matematicheskoi` fiziki i analiza. Novosibirsk: 

Nauka, pp. 81-86. 

3. Lavrent`ev M.M., Bukhgei`m A.L. (1973) Ob odnom classe zadach integral`noi` geometrii 

[One class of tasks of integral geometry] Doclady` AN SSSR. №1. T. 311, pp. 38-39. 

4. Lavrent`ev M.M., Bukhgei`m A.L. (1973) Ob odnom classe operatorny`kh uravnenii` pervo-

go roda [One class of operator equations of the first kind] Funktcional`ny`i` analiz i ego 

prilozheniia. №4. T. 7, pp. 44-53.  

mailto:akrambegmatov@mail.ru


 
CONTINUUM. МАТЕМАТИКА. ИНФОРМАТИКА. ОБРАЗОВАНИЕ. 2017. №3 

 

23 

 

5. Muhometov R.G. (1975) O zadache integral`noi` geometrii [About the task of integral geome-

try] Matematicheskie problemy` geofiziki. №6. T. 2, pp. 212-242. 

6. Begmatov Akr.KH. (1995) Dva classa slabo nekorrektny`kh zadach integral`noi` geometrii na 

ploskosti [Two classes of weak ill-posed problems of integral geometry on plane] Sibirskii` 

matematicheskii` zhurnal. №2. T. 36, pp. 243-247.  

7. Begmatov Akram H. (1995) On a class of weakly ill-posed Volterra-type of integral geometry 

in the three-dimensional space // J. Inverse and Ill-Posed Problems. Vol. 3. №3. P. 231-235. 

8. Begmatov Akr.KH. (1997) Vol`terovskie zadachi integral`noi` geometrii na ploskosti dlia 

krivy`kh s osobennostiami [Volterovskie tasks of integral geometry on plane curves with fea-

tures] Sibirskii` matematicheskii` zhurnal. №4. T. 38, pp. 723-737. 

9. Begmatov Akr.KH. (1998) Zadachi integral`noi` geometrii po spetcial`ny`m krivy`m i pov-

erkhnostiam s osobennostiami v vershinakh [Tasks of integral geometry on special curves and 

surfaces with singularities at the vertices] Doclady` RAN. №2. T. 358, pp. 151-153. 

10. Begmatov Akbar H. and Begmatov Akram H. (2003) Problems of integral geometry on 

curves and surfaces in Euclidean space // Ill-Posed and Non-Classical Problems of Mathemat-

ical Physics and Analysis, M.M. Lavrent’ev et al., Eds., Proceedings of International Confer-

ence, VSP, Utrecht-Boston, 1-18. 

11. Begmatov Akbar KH. (2000) Zadachi integral`noi` geometrii s vozmushcheniem v 

trekhmernom prostranstve [Tasks of integral geometry in 3D space with indignation] Sibir-

skii` matematicheskii` zhurnal. №1. T. 41, pp. 3-14. 

 

УДК 

517.9 

ДОСТАТОЧНЫЕ КРИТЕРИИ УСТОЙЧИВОСТИ  

ТРИВИАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ И ОТСУТСТВИЯ  

ЗАМКНУТЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ МНОГООБРАЗИЙ ОДНОЙ 

СИСТЕМЫ ТРЕХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

Буриев Толибжон Эргашевич 
к.ф.-м.н., доцент 

tolibjonb@yahoo.com 
г. Самарканд 

 
Мухтаров Яхъё Мухтарович  

к.ф.-м.н., доцент 
ya-muxtarov@rambler.ru  

г. Самарканд 

доцент кафедры алгебры и геометрии 
механико-математического факультета 
Самаркандского государственного уни-
верситета 
 
доцент кафедры дифференциальных 
уравнений механико-математического 
факультета Самаркандского государ-
ственного университета  

Аннотация. Предлагаемая работа посвящена исследованию тривиального решения одной 
системы трех нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, зависящей от 
десяти параметров. Рассматриваются проблемы устойчивости тривиального решения и 
существования замкнутых интегральных многообразий в некоторой окрестности начала 
координат. Используя первый метод Ляпунова, авторы получили достаточные критерии 
устойчивости тривиального решения системы. Функция Ляпунова рассмотривается в виде 

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑣𝑖

3

𝑖=1

(𝑥, 𝑦, 𝑧), 

где 
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𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣11(𝑥) + 𝑣23(𝑦, 𝑧),

𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣22(𝑦) + 𝑣13(𝑥, 𝑧),

𝑣3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣33(𝑧) + 𝑣12(𝑥, 𝑦).

 

Проблема существования замкнутых интегральных многообразий исследована при помо-
щи обобщенного критерия Бендиксона-Дюляка для трехмерных систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Получены условия для параметров, при значении которых 
в системе отсутствуют трехмерные замкнутые интегральные многообразия.   

Ключевые слова: система, дифференциальные уравнения, тривиальные решения, устой-
чивость, критерия Бендиксона, функция Ляпунова, интегральные многообразия. 

 

Целью настоящей работы является исследование устойчивости тривиального решения 

и отсутствия замкнутых интегральных многообразий системы дифференциальных уравнений 

вида: 

                                 {

𝑥̇ = 𝑎1𝑥𝑚 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧,
𝑦̇ = 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦𝑚 + 𝑐2𝑧,
𝑧̇ = 𝑎3𝑥 + 𝑏3𝑦 + 𝑐3𝑧𝑚,

                                             (1) 

где 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖  (𝑖 = 1,2,3) вещественные числа,  𝑚 = 2𝑛 + 1 ≥ 3,   

𝐴 = (
0 𝑏1 𝑐1

𝑎2 0 𝑐2

𝑎3 𝑏3 0
) 

и  𝑑𝑒𝑡𝐴 ≠ 0. 
Для нахождения достаточных условий устойчивости тривиального решения системы 

воспользуемся первым методом Ляпунова.  Функцию Ляпунова рассмотрим в виде 

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑣𝑖

3

𝑖=1

(𝑥, 𝑦, 𝑧), 

где 
𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣11(𝑥) + 𝑣23(𝑦, 𝑧),

𝑣2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣22(𝑦) + 𝑣13(𝑥, 𝑧),

𝑣3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣33(𝑧) + 𝑣12(𝑥, 𝑦).

 

Вычислим полные производные этих функций в силу системы (1) 

𝑣̇1|(1) = 𝑣̇11(𝑎1𝑥𝑚 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧) +
𝜕𝑣23

𝜕𝑦
(𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦𝑚 + 𝑐2𝑧) +

𝜕𝑣23

𝜕𝑧
(𝑎3𝑥 + 𝑏3𝑦 + 𝑐3𝑧𝑚),

𝑣̇2|(1) = 𝑣̇22(𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧) +
𝜕𝑣13

𝜕𝑥
(𝑎1𝑥𝑚 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧) +

𝜕𝑣13

𝜕𝑧
(𝑎3𝑥 + 𝑏3𝑦 + 𝑐3𝑧𝑚),

𝑣̇3|(1) = 𝑣̇33(𝑎3𝑥 + 𝑏3𝑦 + 𝑐3𝑧𝑚) +
𝜕𝑣12

𝜕𝑥
(𝑎1𝑥𝑚 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧) +

𝜕𝑣12

𝜕𝑦
(𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦𝑚 + 𝑐2𝑧).

 

Потребуем, чтобы функция 𝑉̇|
(1)

 имела такую же функциональную структуру что и 𝑉, 

т.е. имело  место 

𝑣̇11(𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧) + (
𝜕𝑣23

𝜕𝑦
𝑎2 +

𝜕𝑣23

𝜕𝑧
𝑎3) 𝑥 = 0,

𝑣̇22(𝑎2𝑥 + 𝑐2𝑧) + (
𝜕𝑣13

𝜕𝑥
𝑏1 +

𝜕𝑣13

𝜕𝑧
𝑏3) 𝑦 = 0,

𝑣̇33(𝑎3𝑥 + 𝑏3𝑦) + (
𝜕𝑣12

𝜕𝑥
𝑐1 +

𝜕𝑣12

𝜕𝑦
𝑐2) 𝑧 = 0.

 

Разделяя переменные в этих уравнениях, получим 
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−
𝑣̇11

𝑥
=

𝜕𝑣23

𝜕𝑦
𝑎2 +

𝜕𝑣23

𝜕𝑧
𝑎3

𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧
, −

𝑣̇22

𝑦
=

𝜕𝑣13

𝜕𝑥
𝑏1 +

𝜕𝑣13

𝜕𝑧
𝑏3

𝑎2𝑥 + 𝑐2𝑧
,  

−
𝑣̇33

𝑧
=

𝜕𝑣12

𝜕𝑥
𝑐1 +

𝜕𝑣12

𝜕𝑦
𝑐2

𝑎3𝑥 + 𝑏3𝑦
. 

Каждая из этих дробей должна быть постоянной, например, равной −0,5. 
Тогда получим 

𝑣11(𝑥) = 𝑥2, 𝑣23 = −
𝑏1

𝑎2
𝑦2 −

𝑐1

𝑎3
𝑧2,

𝑣22(𝑦) = 𝑦2, 𝑣13 = −
𝑎2

𝑏1
𝑥2 −

𝑐2

𝑏3
𝑧2,

𝑣33(𝑧) = 𝑧2, 𝑣12 = −
𝑎3

𝑐1
𝑥2 −

𝑏3

𝑐2
𝑦2,

 

и, следовательно, функция Ляпунова и ее производная в силу системы (1) примут сле-

дующий вид: 

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1 −
𝑎2

𝑏1
−

𝑎3

𝑐1
) 𝑥2 + (1 −

𝑏1

𝑎2
−

𝑏3

𝑐2
) 𝑦2 + (1 −

𝑐1

𝑎3
−

𝑐2

𝑏3
) 𝑧2 

𝑉̇(𝑥, 𝑦, 𝑧)|
(1)

= 

= 2𝑎1 (1 −
𝑎2

𝑏1
−

𝑎3

𝑐1
) 𝑥𝑚+1 + 2𝑏2 (1 −

𝑏1

𝑎2
−

𝑏3

𝑐2
) 𝑦𝑚+1 + 2𝑐3 (1 −

𝑐1

𝑎3
−

𝑐2

𝑏3
) 𝑧𝑚+1. 

При выполнении следующих условий; 

1 −
𝑎2

𝑏1
−

𝑎3

𝑐1
> 0, 1 −

𝑏1

𝑎2
−

𝑏3

𝑐2
> 0, 1 −

𝑐1

𝑎3
−

𝑐2

𝑏3
> 0                        (2) 

Функция  Ляпунова 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) будет положительно (отрицательно) определенной. 

Таким образом, в силу теоремы Ляпунова [1] имеет место утверждения: 

I. Если наряду с условиями (2) выполняются условия:  

𝑎1 < 0, 𝑏2 < 0, 𝑐3 < 0  (> 0), 
то тривиальное решение системы (1) будет асимптотически устойчивым; 

II. Если наряду с условиями (2) выполняются 

𝑎1 = 0, 𝑏2 = 0, 𝑐3 < 0  
то тривиальное решение системы (1) будет устойчивым; 

III. Если  

с1𝑎3 + 𝑐2𝑏3 + 𝑏1𝑎2 > 0, 
то тривиальное решение системы (1) будет неустойчивым; 

IV. Если  

𝑎1 = 𝑏2 = 0, 𝑐3 ≠ 0, с1𝑎3 + 𝑐2𝑏3 + 𝑏1𝑎2 > 0, 
то тривиальное решение системы (1) будет неустойчивым.  

Теперь рассмотрим проблемы отсутствия замкнутых интегральных многообразий в не-

которой окрестности тривиального решения. 

Для решения этого вопроса воспользуемся обобщенным критерием Бендиксона – Дю-

ляка об отсутствии замкнутых интегральных многообразий для трехмерных систем.  

Вычислим частные производные от правых частей системы: 

𝑃𝑥
′ = 𝑚𝑎1𝑥𝑚−1, 𝑄𝑦

′ = 𝑚𝑏2𝑦𝑚−1, 𝑅𝑧
′ = 𝑚𝑐3𝑧𝑚−1. 

Согласно критерии Бендиксона находим выражение суммы частных производных: 

𝐷 = 𝑃𝑥
′ + 𝑄𝑦

′ + 𝑅𝑧
′ = 𝑚𝑎1𝑥𝑚−1  +  𝑚𝑏2𝑦𝑚−1 + 𝑚𝑐3𝑧𝑚−1. 
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Так как по предположению мы рассматриваем нечетные m, т.е. m=2n+1, то для величи-

ны D получим выражение: 

𝐷 = (2𝑛 + 1)(𝑎1𝑥2𝑛  +  𝑏2𝑦2𝑛 + 𝑐3𝑧2𝑛) 
Поэтому при выполнении условий  (2) и пункта I,  это выражение при всех значениях 

переменных  сохраняет знак (либо 𝐷 > 0, либо 𝐷 < 0) и равняется нулю только при 𝑥 = 𝑦 =
𝑧 = 0. Следовательно, согласно критерии Бендиксона при выполнении условий (2) и пункта 

I, в окрестности тривиального решения системы отсутствуют замкнутые трехмерные инте-

гральные многообразия. 
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Аннотация. Для функций с особенностями или с небольшой гладкостью полиномы и 
рациональные функции могут давать плохие приближения, а сплайны обычно дают хо-
рошие приближения как более естественный аппарат приближения, чем многочлены или 
рациональные функции. Это также подтверждается сравнением результатов статьи [1] с 
хорошо известными результатами полиномиальных и рациональных аппроксимаций 
функций из рассматриваемых функциональных классов, которые посвящены точным в 
смысле порядка малости оценкам наилучших приближений полиномиальными сплайнами 
минимального дефекта со свободными узлами на конечном отрезке в равномерной и в ин-
тегральных метриках функций из следующих функциональных классов: 

а) класс всех выпуклых функций, удовлетворяющих условию Липщица – Гёльдера; 

b) класс всех функций с выпуклыми производными; 

с) класс всех функций с обобщенной конечной вариацией. 

В статье [2] доказаны точные в смысле порядка малости оценки наилучших сплайн при-
ближений функций с производной обобщенной конечной вариации, заданных на конеч-
ном отрезке прямой в равномерной и в интегральных метриках. Они являются обобщени-
ями результатов статьи [1], где установлены точные в смысле порядка малости оценки для 
наилучших кусочно-линейных приближений функций обобщенной конечной вариации в 
интегральных метриках. В настоящей статье доказаны точные в смысле порядка малости 
оценки наилучших рациональных приближений функций с производной обобщенной 
конечной вариации на конечном отрезке в равномерной и в интегральных метриках. Они 
являются основными результатами этой статьи, показывающими такие же скорости при-
ближения, что и результаты статьи [2]. В них показано, что скорости рациональных и 
сплайн приближений существенно лучшие, чем скорости соответствующих полиноми-
альных приближений и не улучшаемы в смысле порядка малости. Поэтому эти результаты 
актуальны и ясно, что к выше упомянутым функциональным классам а), b), c) можно при-
соединить ещё один класс d) – всех функций с производной обобщенной конечной вари-
ации. 

Ключевые слова: точная оценка, сплайн функция, рациональная функция, обобщенная 
конечная вариация, класс функций с обобщенной конечной вариации, класс функций с 
производной обобщенной конечной вариации, сплайн приближение функций, рацио-
нальное приближение функций, в равномерной и в интегральных метриках. 
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1.Введение. 

В статье [1] доказаны точные (в смысле порядка малости) оценки наилучших прибли-

жений полиномиальными сплайнами минимального дефекта со свободными узлами на ко-

нечном отрезке в равномерной и в интегральных метриках функций из следующих функцио-

нальных классов: 

а) класс всех выпуклых функций, удовлетворяющих условию Липщица – Гёльдера; 

b) класс всех функций с выпуклыми производными; 

с) класс всех функций с обобщенной конечной вариации. 

В ней показаны, что эти оценки существенно лучшие чем соответствующие полиноми-

альные приближения.  

В статье [2] установлены точные (в смысле порядка малости) оценки наилучших 

сплайн приближений функций с производной обобщенной конечной вариации на конечном 

отрезке в равномерной и в интегральных метриках.  

В настоящей статье доказаны такие же оценки для наилучших рациональных прибли-

жений функций из тех же классов, что доказаны в статье [2] и которые в свою очередь, яв-

ляются аналогами результатов статье [3] Н.Ш. Загирова, точных (в смысле порядка малости) 

оценок наилучших рациональных приближений функций обобщенной конечной вариации в 

интегральных метриках.  

2. Определения и обозначения. Пусть N – множество всех натуральных чисел, 

}0{ NZ )(xf  – измеримая по Лебегу на конечном отрезке  ,a b   действительная 

функция, b a   , )(pL
 

пространство всех измеримых по Лебегу действительных 

функций на ,  суммируемых с p - ой степенью с квазинормой 

)0()(:

/1

,










 



pdxxff

p

p

p ,   ).(:)(sup:
,




pxxfessf  

Пусть функция  )(u непрерывная, возрастающая и выпуклая книзу функция, опреде-

ленная на интервале ),0[   и такая, что 0)0(  . Для функции )(xf , определенной и конеч-

ной на отрезке  , её   - вариацией называется величина 

  

,)()(sup),()(
1

0

1









 






n

k

kk xfxffVfV  

где верхняя грань берётся по всевозможным разбиениям 

...),2,1(...10  nbxxxa n  

отрезка   ([4]). 

Пусть 0 constM , 
Zr , через ),()(  MV r  обозначим множество всех функций, r - я 

производная которых с ограниченной числом M -вариацией на отрезке ,  т.е. 
  MfVfMV rr   ),(:),()(

  

  )( 0 ff  . 

При   uu 
      ),(:),( rr fVfV  полная вариация функции f на отрезке   и 

  .),(:),()( MfVfMV rr   

Величина 

 








 




 bxxxaxfxfnf n

n

k

kk ...:)()(sup, 10

1

0

1

 
называется модулем изменения функции )(xf на отрезке   ([5]). 
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Функцию s  называют полиномиальным сплайном (или просто сплайном) степени m  

дефекта 1 (или минимального дефекта) с произвольными 1n  узлами 

bxxxa n  ...10  на отрезке  , если 

1) s  – полином степени не выше m  на каждом отрезке   1,0,, 1  nkxx kk . 

2) s  – 1m  раз непрерывно дифференцируема на отрезке  . 

Через ),,( nmS  обозначим множество всех сплайнов степени m  дефекта 1  с 

произвольными 1n  узлами на отрезке  , а при  p0  через ),( fS m

n
– наименьшее 

уклонение функции f  от сплайнов ),,(  nmSs  по квазиполунорме пространства ),(pL  

т.e. 

    
 .),,(:inf),(

,



nmSssffS

pp

m

n  

Пусть 

   
 .),(:),(sup:)),(( )()(   MVffSMVS r

p

m

np

rm

n  

Пусть 

    
 .:inf),(

, nppn PggffE 


 

где nP – множество всех алгебраических многочленов степени не выше n , и 

      .),(:),(sup:)),(( )()(   MVffEMVE r

pnp

r

n  

Аналогично определяем величины pn fR ),(   и p

r

n MVR )),(( )(   для наилучших при-

ближений рациональными функциями порядка не выше .n  

Если 0r  и ,p  то в этих обозначениях указания на r  и p  опускаем. 

Всюду ниже ......),,,(...),,,( 21121  CC обозначают положительные величины, завися-

щие только от параметров, указанных в скобке, а ...,, 1CC  обозначают положительные абсо-

лютные постоянные. 

Из теорем типа Джексона (см[6]) при 1p , Nn следует, что 
pr

p

r

n nMVE 1)( )),((   . 

В статье [3] Н.Ш. Загиров установил следующие теоремы. 

Теорема1. Для любой ограниченной и измеримой в смысле Лебега на отрезке ]1,0[I  

функции )(xf  при  p0  имеем 

  
nnfpCIfR pn ),()(),(         (1) 

В [3] показано также, что оценка (1) точна в смысле порядка малости. 

Теорема 2. При каждом положительном p  имеем 

    

 .)),(( 1 nMMVR pn



  
 

Точнее,  

 nMpCMVR
p

pn

11

1 )()),(( 

 

  

 

 nMpCMVR
p

pn

11

2 )()),(( 

 
  

.601.0)(,...,2,1 1

2

ppCn   

Следующие теоремы суть аналоги Теорем 1 и 2 для функций f  с ограниченной r - ой 

производной и ),()(   MVf r  соответственно, а также являются основными результатами 

настоящей статьи. 
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Теорема 3. Если при Nr  
)(rf  ограничена на отрезке ,  то при любых 

2,,0,  rnNnpp  

.),()(),( 1)(1

3

  rrpr

pn nnfrCfR   

С другой стороны, для каждого Nn  и Nr  существует функция 

),()(

,   MVff r

rn  c производной  rf  непрерывной на отрезке   и такая, что 

,),(),(),( 1)(1

1

  rrpr

pn nnfprCfR   

где  

   11

1 )1(6)12(24),(


 pr prrprC   

при  p0  и   1

1 )12(24),(


 rrrrC  . 

Теорема 4. Для всех  pp 0,  NrNn  ,  верны оценки 

   ,)()),((),( 11

3

)(11

1 nMnrCMVRnMnprC rpr

p

r

n

rpr 



 
 

где ),(1 prC  и )(3 rC  величины из Теоремы 3. 

Доказательство оценок сверху Теорем 3 и 4. 4.1. Для этого введем класс Соболева 

 baW r

q ,  всех функций f  таких, что )1( rf  абсолютно непрерывно на отрезке  ba,  и 

)()(  p

r Lf  и воспользуемся следующей теоремой П. П. Петрущева ([7]). 

Теорема 5. Если  baWf r

q , , Nm ,0 , то неравенство 

 

 
q
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 





 



   1 mrn   (2) 

имеет место в следующих ситуациях: 

1) ;1,1,1  qpr   

2) ;,1,1  pqr   

3) .1,,2  qpr  

Если f  любая функция с производной r  - го порядка )1()( rf r  на отрезке  , то из 

Теоремы 1 статьи [1] следует при Nnp  ,0  оценка
 

 

  nnffS rq

p

r

n ),(5),( )(11 
    

(3) 

С учётом (2) воспользуемся неравенством (1) в ситуации 2)
 Теоремы 5. Тогда получим при 2,3,1,2  qrn   

 






 ),'(5),'(),(
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4
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1

1

2421
fnCfSnCfR
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




  

    ),'(10 2   fnC          (4) 

Пусть теперь  fqr 1,2
 
любая функция, имеющая ограниченную r  - ю произ-

водную на отрезке  . Тогда из (3) при всех Nn  имеем 

    

  nnffS rr

n ),(5),( )(

1

1   

Учитывая последнее неравенство из неравенства (2), выполняемого в ситуации 3) 

Теоремы 5, при 3,1  rn  получим 
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Неравенства (4) и (5) дают оценку сверху Теоремы 3. Оценки сверху Теоремы 4 легко 

следуют из оценки сверху Теоремы 3 и из неравенства 

,)(),( 1)( nMnnf r        (6) 

которое верно для любой функции ),()(   MVf r  и может быть установлено следую-

щим путём: для любого разбиения bxxxa n  ...10  используя свойства выпуклости 

снизу функции ,  получим  

    
















 














1

0

)(

1

1
1

0

)(

1 )()(
1

)()(
n

k

k

r

k

r
n

k

k

r

k

r xfxf
n

nxfxf

 

     .)(),()()(
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
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



   

4.2. Доказательство оценок снизу Теорем 3 и 4. 

Предложение 1. Для любых NrNn  ,  функция 

   ),12sin(12)12(21)()( 1

,, rnxrnMrnxfxf r

rn  

   

где Mи  функция и постоянная из Теоремы 4, такова, что ),()( IMVf r

  и при лю-

бых ,0,  pp     

    .)1(6)12(24),( 111 nMnprrIfR rpr

pn


   

Доказательство Предложения 1. Пусть r - чётное натуральное число. Тогда   

       ),12sin(1221)( 12)( rnxrnMxf
rr   

Докажем, что .),()( IMVf r

  Действительно, в точках   Irnkxk  12  при rnk 12,0  

функция )()( xf r  обращается в нуль, a в точках     Irnkyk  1221  при 112,0  rnk  

    .1221)( 12)( rnMyf
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k

r 
  

Следовательно,  
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)( MrnMrnrnMyff rn
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  

т.е .),()( IMVf r

   
Если же r  нечётное натуральное число, то 

      ),12cos(1221)( 121)( rnxrnMxf
rr 

  

и точно также как и при чётного натурального r
 
можно показать, что .),()( IMVf r

  

Далее докажем оценку снизу Предложения 1 для pn IfR ),( . Очевидно, что точки 

  ,12,0,12 rnkrnkxk   являются всеми нулями функции f  на отрезке I . Поэтому функ-

ция f  на отрезке I  имеет 112 rn  участков монотонности. Всюду в дальнейшем пусть n – 

множество всех рациональных функций порядка не выше .n  Пусть nR  . Число нулей 

функции 'R  не больше чем 12 n . Следовательно, функция R  на отрезке I  имеет не больше 

n2  участков монотонности. Положим  

 

  .112,0,,: 1   rnkxx kkk   
 

  ;4,1,,: 333 rnjxx jjj  
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Через ' j  обозначим те из сегментов ,j  внутри которых монотонна функция .R  А 

сегменты ,j  внутри которых нарушается монотонность функции R , обозначим через ." j  

Очевидно, что число сегментов 
j"  не больше .12 n

 
Но, тогда число сегментов 

j'  не 

меньше   .21122 nrrn   Поскольку внутри отрезка 
j'  функция R  монотонна, то суще-

ствует хотя бы один сегмент ,' jk 
 
что во всех его точках     0 xRxf . Поэтому для 

любого отрезка 
j'  при всех  p0  имеем
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Отсюда с учётом количества отрезков 
j'  и свойства выпуклости кверху функции 

1  

легко получаем 
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      (7)

 

Переходя k  переделу при p в неравенстве (7), получим оценку 

     .1224 1
1
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nMnrrRf rr
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
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(8) 

Из (7) и (8) следует оценка снизу Предложения 1. Предложение 1 доказано. 

Предложение 2. Если  ,a b   конечный отрезок, то для любих NrNn  , функция  

          ,12sin121221)( 1

,,,  

 axrnrnMrnxfxf
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где Mи из теорема 4, обладает свойствами:  

a)   ;,  MVf r

  
б) при любых ,0,  pp  справедлива оценка  

         .161224, 1111
nMnprrfR rprpr
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 Доказательство Предложения 2. Точно также как и при доказательстве Предложения 1 

находя нули функции  kf  и её точек локольных максимумов и минимумов на отрезке   в 

случаях чётных r  и нечётных r  легко можно показать, что   .,  MVf r  Свойство а) 

Предложения 2 доказано.  

Теперь докажем свойство б) Предложения 2.  

Воспользовавшись Предложением 1, получаем  
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        .161224 1111

nMnprr rprr p


   

Предложения 2 доказано. 

Из предложения 2 немедленно следует оценка снизу Теоремы 4. А оценка снизу Теоре-

мы 3 легко следует из Предложения 2 и из нераввенства (6). Таким образом, оценки снизу 

Теорем 3 и 4 доказаны, тем самым полностью доказаны Теоремы 3 и 4. 
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Abstract. For the function with singularities or with non-great smoothness polinomal and ra-
tional function can give a bad approximations, but the splines are more nutural apparatus of ap-
proximation than polynomials and rational functions odinary give the good approximations. It is 
also confirmed by comparison of the results of article [1] with well-known polynomial and ra-
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tional approximations of functions from considering functional classes, which is devoted to the 
exact in the sense of the order of smallness estimates of the best approximations by polynomial 
splines of the minimal defect with free knots on a finite segment in uniform and in integral met-
rics of functions from the following functional classes: 

a) the class of all convex functions, satisfying the Lipschits-Hӧlder condition; 
b) the class of all functions with convex derivatives; 
c) the class of all functions with generalized finite variation. 

 In the article [2] the exact in the sense of the order of smollness estimates of the best spline 
approximations of functions with derivative of the generalized finite variation given on a finite 
segment of the straight line in uniform and in integral metrics are proved. They are generaliza-
tions of the results of the article [1], where the exact in the sense of the order of smallness esti-
mates for the best piecewise-liner approximations of functions of the generalized finite variation 
in integral metrics are established. In present article the exact in the sense of the order of small-
ness estimates of the best rational approximations of functions with derivative of the generalized 
finite variation on a finite segment in uniform and in integral metrics are proved. They are main 
rezults of this article, shoving the same rates of approximations that and resultets of the article 
[2]. These results are showed that the rates of rational and spline approximations essantially letter 
than the rates of the corresponding polynomial approximations and non-improving in sense of 
the order of smallness. So these results actual and clearly that to mentioned above the classes of 
a), b), c) can be added another class d) – all funtions with derivative of the generalized finite vari-
ation. 

Key wods: exact estimate, spline function, rational function, generalized finite variation, the class 
of functions with generalized finite variation, the class of functions with derivative of generalized 
finite variation, spline approximation of functions, rational approximation of functions, in uni-
form and in integral metrics. 
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Аннотация. В данной статье сопоставляются временные характеристики статических и 
динамических процедур построения упрощенных моделей, применяемых для сокращения 
трудоемкости вычислений при решении задач статистического имитационного моделиро-
вания процессов и систем. Рассмотренные примеры подтверждают эффективность и 
обоснованность применения динамических процедур построения упрощенных моделей 
для сокращения трудоемкости статистического моделирования с заданной точностью 
оценок. В качестве практической составляющей рассматривается задача оценки точности 
самонаведения летательного аппарата на движущуюся цель, причем, в целях исследования 
временных характеристик упрощенных моделей различного вида, точность оценки конеч-
ного промаха планомерно повышается в процессе моделирования.  

Ключевые слова: статистическое имитационное моделирование, сокращение трудоемко-
сти моделирования, динамическое построение упрощенных моделей.  

 

Статистическое имитационное моделирование широко применяется в качестве метода 

исследования случайных процессов и систем со случайными параметрами. Оценка искомых 

статистических характеристик с заданной точностью в большинстве случаев требует от ис-

следователя проведения заранее неопределенного числа опытов с имитационной статистиче-

ской моделью. К сожалению, оценка фактического числа опытов при стандартной схеме 

проведения статистического моделирования [1, с.142] зачастую оказывается многократно 

завышенной, что приводит к неоправданным затратам ресурсов на проведение эксперимента. 

Один из подходов к сокращению трудоемкости статистического имитационного моде-

лирования в параллельном исследовании исходной (базовой) модели и ее упрощенного ана-

лога. Такой подход лег в основу «метода выделения главной части» [2]. В данной работе мо-

дель именуется упрощенной, если ее статистические характеристики несущественно отли-

чаются от базовой модели системы или процесса, но время проведения статистического экс-

перимента значительно сокращается. Упрощенную модель можно строить либо аналитиче-

ски в процессе предварительного трудоемкого исследования базовой модели, либо адаптив-

но [3], что подразумевает построение упрощенной модели в универсальной форме и подбор 

ее параметров непосредственно во время эксперимента. В работе [3] предлагается механизм 

построения упрощенной модели в форме полинома, являющегося аппроксимацией функции 

отклика базовой модели, степень которого определяется аналитически Математический ап-

парат статистического имитационного моделирования подразумевает [1] взаимозависимость 

точности оценки и числа проведенных экспериментов, определяемую выражением: 

mailto:a.n.dokuchaeva@gmail.com
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2*2*

допxдовтреб Dn  , (1) 

где дов  – доверительный интервал оценки; 
*

xD  – оценочная дисперсия; доп  – требуе-

мая точность оценки. Нетрудно заметить, что при фиксированных значениях доп  и дов  со-

кращение трудоемкости моделирования достижимо лишь при снижении 
*

xD . 

Пусть исследуемая базовая модель представлена в виде системы дифференциальных 

уравнений ),),(()( VttXtX jj  , где ))(,),(),(()( 21 tXtXtXtX m  – переменные состояния 

системы; ),,,( 21 kVVVV   – случайные факторы. Допустим, что характеристикой эффектив-

ности системы является состояние 1XX   в некоторый фиксированный момент времени. Та-

ким образом, задача статистического моделирования сводится к оценке математического 

ожидания )],([ 1 VtXMmx   [1, с.142]. При стандартной схеме организации эксперимента 

оценка математического ожидания в серии из n  опытов определяется при использовании 

выражения: 

 



n

i

inx X
n

Xm
1

* 1
, (2) 

где iX  – реализации искомой характеристики, n  – общее число опытов. 

Метод [2] предполагает замену точного решения ),(1 VtX  приближенным ),( VtY , име-

нуемым «главной частью». Заменой ),(),(),(1 VtYVtZVtX   выполняется переход от пе-

ременной ),(1 VtX  к ),( VtZ . На практике подобное преобразование редко осуществимо, в 

этом случае эксперимент проводят параллельно и с базовой моделью и с главной частью и 

для каждого опыта вычисляется ),(),(
1

),( VtYVtXVtZ  , где ),( VtY  характеризуется по-

ниженным 
*

треб
n . При проведении эксперимента также оценивают *

zm  исходя из (2), искомую 

же оценку получают из выражения 
**

zyx mmm  . На каждом этапе эксперимента итеративно 

уточняют необходимое количество опытов при переходе в (1) от 
*

xD  к дисперсии *

zD  случай-

ной величины ),( VtZ . Сокращение трудоемкости статистического моделирования определя-

ется исключительно удачным выбором ),( VtY , что обуславливает существенное уменьше-

ние *

zD  по сравнению с 
*

xD . 

Ввиду отмеченной особенности ключевое значение имеет подход к построению упро-

щенной модели, используемой в качестве «главной части». В настоящее время существуют 

несколько способов адаптивного построения упрощенной модели, один из которых является 

статическим – в виде аппроксимирующего полинома [3], а другой - динамическим – в форме 

«карты высот» [4]. Динамическое построение упрощенной модели характеризуется итера-

тивным усложнением упрощенной модели, что требует оценки влияния процедуры обслужи-

вания карты высот на общую трудоемкость статистического моделирования. Проведем срав-

нительный анализ временных характеристик обозначенных способов адаптивного построе-

ния упрощенных моделей. 

В работе [3] предлагается использовать полином второй степени в качестве упрощен-

ной модели. Количество членов k  зависит от размерности вектора случайных параметров V

: 
lj

k

j

k

j

k

l

ljkjj VVtCVtCtCVtY )()()(),(
1 1 1

0  
  

 . Минимум *

ZD  достигается адаптивно в про-

цессе однократной оптимизации коэффициентов полинома во время проведения инициали-
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зационной части эксперимента. В качестве альтернативного варианта статически построен-

ной упрощенной модели будем рассматривать полином третьей степени, имеющий вид:  

mlj

k

j

k

l

k

m
mlkjklj

k

j

k

j

k

l

ljkjj VVVtCVVtCVtCtCVtY )()()()(),(
1 1 11 1 1

0 2 
  


  

  . 

Использование упрощенной модели, предложенной в работе [4], подразумевает как 

итеративное уточнение оставшегося числа опытов, так и включение новых вершин в дина-

мически усложняющуюся карту высот. Картой высот именуется многомерная поверхность 

),,,(),,,( 2121 kk xxxhxxxP   , формируемая в процессе моделирования посредством ап-

проксимации точного решения системы ),(1 VtX , где ),,,( 21 kxxxh   – аппроксимирующая 

функция, задающая форму поверхности, заданная на координатной сетке ),,,( 21 kxxxx  , 

соответствующей вектору случайных параметров V . На инициализационном этапе экспери-

мента выполняется заранее заданное число опытов 0nn   с точным решением ),(1 VtX , что 

составляет базовую выборку карты высот, причем CVtXVh  ),()( 1 . Карта высот 

)(0 VhH  , основанная на базовой выборке, используется на итеративном этапе для уточне-

ния упрощенной модели H . Приближенное решение системы для произвольной реализации 

V  вычисляется как усреднение «высот» двух ближайших точек H . Расстояние между двумя 

произвольными вершинами карты высот ),( АVtА  и ),( БVtБ  определяется как 

   22

11

А

n

В

n

АВАВ VVVVR   . Если для некоторой точки ),( ВVtВ  ближайшими верши-

нами карты высот 
0H  являются ),( АVtА  и ),( БVtБ , причем 

БВАВ RR  , тогда значение H  в 

этой точке вычисляется по следующей формуле: 

БВАВ

ББВАВА
ВВ

RR

VhRRVh
VhH

/1

)()(
)()(




 . 

Для краткости обозначим упрощенные модели, построенные в виде полиномов второй 

и третьей степени, а также в виде динамически формируемой карты высот как 0L , 2L  и 0D  

соответственно. 

Исследование временных характеристик 

Обсуждаемая ниже модель относится к системам, для которых использование полино-

миальных упрощенных моделей второго и третьего порядков демонстрируют сравнительно 

низкую эффективность. Рассмотрим задачу статистической оценки промаха системы наведе-

ния летательного аппарата (ЛА). Актуальность сокращения трудоемкости статистического 

моделирования существенно возрастает с ростом требуемой точности оценки искомой ха-

рактеристики, поскольку для каждого опыта требуется численное решение системы нели-

нейных дифференциальных уравнений. Параметрами модели являются: угол наклона траек-

тории  , тангажа  , атаки  , скорость изменения угла тангажа z  и относительные линей-

ные координаты ЛА и координаты цели (высота h  и дальность x ). Базовая модель представ-

лена в виде системы нелинейных дифференциальных и алгебраических уравнений для угло-

вых координат ЛА в вертикальной плоскости [5, 6]:  

22 hxD  ,   , )sincos(cossin  yx
K cc

m

qS

m

P
g

dt

dV
 , 

ЦVЦK VV
dh

 sinsin 
dt

, z

d





dt
, )sincos(sincos 


yx

KKK

cc
mV

qS

mV

P

V

g

dt

d
 , 
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 zzвzz

z

az mmm
I

qSbd


  
dt

, 
ЦVЦK VV

dx
 coscos 

dt
, 


РПв

в
РП k

dt

d
T  *

*

, 

)(21 Цнсн kkii    , 
x

h
arctgЦ  , 

 
   










max

***

max

*

max

***

sign вввв

ввв

в



 , 

D

VV

dt

d ЦКVЦЦ Ц
)sin()sin(

ц
 

 . 

Здесь: m  – масса ЛА; S  – площадь ЛА; P  – сила тяги двигателя;  

КV  и ЦV  – скорость ЛА и цели;  

К
x  и 

Ц
x  – координаты ЛА и цели;  



z
m , 



z
m  и 



z
m  – частные производные коэффициента аэродинамического момента 

тангажа по  , в  и z ;  

xc , yc  –коэффициент лобового сопротивления и подъемной силы ЛА;  

2/2

КVq   – скоростной напор,   – плотность воздуха;  

ab  – средняя аэродинамическая хорда крыльев ЛА;  

zI  – момент инерции ЛА относительно поперечной оси 1ZO  связанной системы коор-

динат;  

ЦV  – угол наклона вектора скорости цели;  

в  и 
*

в  – угол поворота руля высоты как с учетом, так и без учета ограничения макси-

мальной величины;  

 
max

*

В  – максимально допустимое абсолютное значение угла поворота руля высоты;  

РПk , РПT  – коэффициент передачи и постоянная времени рулевого привода;  

1i , 2i  – передаточные числа автопилота;  

нk  и снk  – параметр закона самонаведения по методу пропорциональной навигации и 

коэффициент самонаведения. Данные коэффициенты нелинейно зависят от значений линей-

ных и угловых координат ЛА:  

 MhPP , ,    Вxx Mhcc  ,,, ,    Вyy Mhcc ,,, ,  

 Вzz Mhmm  ,,, ,   Вzz Mhmm  ,,, ,   Вzz Mhmm  ,,, ,  

где aVM K /  – число Маха, )(haa   – скорость звука. Справочные данные, требуемые 

для расчета коэффициентов приведены в работе [6]. 

Исследуемая модель характеризуется четырьмя случайными параметрами с нормаль-

ным законом распределения: начальным уголом тангажа 
0

  (математическое ожидание 

 45 , СКО 5.0 ), начальным расстоянием до цели 0x  (м.о. 19400  м., СКО 100  м.), началь-

ной скоростью ЛА 
0К

V  (м.о. 2000  м./с., СКО 20  м./с.), углом атаки 
0

  (м.о. 0 , СКО 1.0 ), 

а также одним случайным параметром с экспоненциальным законом распределения – момен-

том включения контура самонаведения 
1
t  ( 1 ). Базовая выборка составляет 100 опытов. 

Оцениваемый параметр ),(1 VtX  представляет собой конечный промах ЛА. В целях исследо-

вания временных характеристик различных упрощенных моделей при статистическом моде-
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лировании будем рассматривать изменение требуемой точности оценки на интервале 

 3.0;03.0доп  с шагом 03.0 . 

При моделировании базовой системы (ЛА) с изменением точности вычислений произ-

водилось измерение требуемого времени на формирование и обслуживание упрощенной мо-

дели ( 0T ) и отдельно общее время расчетов по базовой модели ( 1T ). Графики обозначенных 

зависимостей представлены на рис. 1. 

 

  
 (а)  (б) 

Рис. 1. Время выполнения различных этапов упрощенного статистического моделиро-

вания динамики полета ЛА: построение и обслуживание упрощенной модели (а); расчеты по 

основной модели (б). 

 

Для статической и динамической процедур построения упрощенной модели ресурс 

времени 0T  включает различные действия. При статическом подходе упрощенная модель 

формируется единожды на основе базовой выборки, ввиду этого рост точности вычислений 

оказывает незначительное влияние на затраты данного вида вычислительных ресурсов. При 

динамическом подходе на каждой итерации эксперимента упрощенная модель уточняется – 

увеличивается количество вершин, составляющих в карту высот, – что закономерно повыша-

ет время поиска ближайших вершин при расчете приближенного решения для каждой после-

дующей реализации V . Все это обуславливает нелинейный рост 0T  для данного вида упро-

щенных моделей. Характеристика 1T  в свою очередь отражает общее число проведенных 

опытов, требуемых для достижения искомой оценки. Данный параметр может рассматри-

ваться в качестве меры эффективности процедуры сокращения трудоемкости моделирования 

для различных способов построения упрощенных моделей, выраженной в единицах измере-

ния времени. Общее время упрощенного статистического моделирования, а также результи-

рующее число включенных в карту высот вершин представлены на рис. 2. 

На рис. 3 изображена достигнутая при различной точности вычислений эффективность 

сокращения трудоемкости статистического моделирования , выраженная в процентном 

соотношении, а также усредненные значения ,  и  для различных видов упро-

щенных моделей.  определяется как отношение достигнутого в рамках каждого метода ко-

личества экспериментов к общему количеству экспериментов необходимых для моделирова-

ния, осуществляемого по стандартной схеме. 

 

 

K
aL0 aL2 aD0

K



 
ПРИКЛАДНЫЕ АСПЕКТЫ МАТЕМАТИКИ И ИНФОРМАТИКИ 

 

40 

 

  
 (а)  (б) 

Рис. 2. Общее время упрощенного статистического моделирования динамики полета 

ЛА (а), а также размер карты высот на момент окончания упрощенного статистического мо-

делирования (б). 

 

 

 
Рис. 3. Эффективность снижения трудоемкости статистического моделирования. 

 

Представленные результаты подтверждают актуальность исследований, направленных 

на разработку динамических процедур построения упрощенных моделей при решении зада-

чи сокращения трудоемкости статистического имитационного моделирования. Очевидно, 

что эффективность применения упрощенной модели в виде карты высот в рассмотренном 

случае существенно превосходит статические способы построения, основанные на полино-

миальных моделях. 
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Аннотация. В данной статье рассматриваются методы применения теории нейронных се-
тей и генетических алгоритмов к решению задачи кластерного анализа. При решении за-
дачи предлагается использовать готовые программные средства Deductor и GeneHunter. 

Ключевые слова: информационные технологии, кластерный анализ, нейронные сети, ге-
нетические алгоритмы.  

 

Кластерный анализ – это метод, применяемый для разбиения множества исследуемых 

объектов на однородные (по одному или нескольким признакам) группы. Это многомерный 

статистический метод, который широко применяется в различных сферах жизнедеятельно-

сти. Описание этого метода можно найти в соответствующей литературе. Кроме того, доста-

точно много литературы, в которой описываются решения задач из различных областей 

(экономики, медицины, биологии и т.д.).  

Трудоемкость вычислений, которые необходимо выполнять при решении таких задач, 

приводит к желанию использовать готовое программное обеспечение и использовать инфор-

мационные технологии. Так, широко используются пакеты STATISTICA, SPSS, STAT-

GRAPHICS. В учебном пособии [1, стр.166 - 182], например, можно найти и теоретический 

материал по кластерному анализу, и подробное описание действий, которые необходимо вы-

полнить в вышеперечисленных пакетах, а также приводятся примеры использования кла-

стерного анализа при решении задач прикладных исследований. Поскольку использование 

данных программных продуктов широко описано в современной литературе, остановимся 

более подробно на том, как решать задачи кластеризации с помощью нейронных сетей и ге-

нетических алгоритмов. 

Программное обеспечение, позволяющее работать с картами Кохонена, достаточно 

разнообразно, например, Statistica, NeuroShell, NeuroScalp, Deductor и другие.  

Покажем решение задачи кластеризации банков города Орла с показателями деятель-

ности за 2010. Необходимо провести их кластеризацию, т.е. выделить однородные группы 

банков на основе шести показателей: количество банкоматов, количество рабочих, уставной 

капитал, собственный капитал, активы, обороты сначала года. Кластеризации подверглись 40 

банков, работающих в то время на территории Орловской области: Авангард, Банк Заречье, 

Внешпромбанк, Восточный экспресс банк, Всероссийский банк развития регионов, ВТБ, 

ВТБ24, Гаспромбанк, Курскпромбанк, Ланта-Банк, Мак-Банк, МДМ Банк, Московский Ин-

дустриальный Банк, МоскомПриватБанк, МосОблБанк, Национальный Банк Траст, ОТП 

Банк, ПроБизнесБанк, РайффайзенБанк, РенессансКредит, РосБанк, РосЕвроБанк, Россель-

хозбанк, Россия, Рост Банк, Русский стандарт, Русфинанс Банк, Сбербанк, Связь-банк, Се-

верний Морской Путь, Стройкредит, Темпбанк, Транскредитбанк, УРАЛСИБ Банк, Финанс 

Бизнес Банк, Форус Банк, Хоум кредит энд Финанс Банк, ЦЕРИХ, Юниаструм Банк, Юни-

кормбанк.  

После загрузки программы Deductor и импортирования в нее исходных данных необхо-

димо задать параметры обработки карты, настройки параметров остановки обучения, пара-

метров обучения. В программе есть возможность выбора двух вариантов кластерного анали-
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за: 1) число кластеров определяется программой автоматически; 2) число кластеров задается 

пользователем. Для решения вышепоставленной задачи воспользуемся автоматическим 

определение числа кластеров. Этот шаг настройки представлен на рис. 1.  

 
Рис.1. Настройка параметров остановки обучения 

Далее кнопкой «Пуск» запускается процесс обучения сети. По окончании обучения в 

списке визуализаторов необходимо выбрать "Карту Кохонена" и визуализатор "Что-если". 

На последнем этапе – настраивается отображение карты Кохонена (см. рис. 2).  

 
Рис. 2. Настройка отображений карты Кохонена 

Результатом работы программы является 5 кластеров (рис.3). 

Далее полученный результат интерпретируется и обрабатывается с учетом поставлен-

ной задачи. Например, кластеры можно проранжировать в соответствии со следующей шка-

лой: 1. Очень низкое значение показателей; 2. Ниже среднего; 3. Среднее значение показате-

лей; 4. Выше среднего; 5. Очень высокое значение показателей. 
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Экономическая интерпретация полученных результатов может быть, например, следу-

ющая: по карте кластера (а также по выводимой ниже информации) можно сделать вывод о 

количестве банков, попавших в тот или иной кластер.  

 
Рис. 3. Карта кластеров 

Рассмотрим задачу решения кластерного анализа с помощью другой информационной 

технологии: генетического алгоритма. Генетические алгоритмы, наравне с нейронными се-

тями, в настоящее время широко входят в учебные планы многих направлений обучения [2]. 

Воспользуемся самой удобной, на наш взгляд, на сегодняшний день программой GeneHunter. 

Эта программа удобна тем, что не требует какого-либо импортирования данных, а работает 

прямо с Excel. Ее интерфейс очень похож на «Поиск решения» в программе Excel. Поэтому 

обычно не вызывает проблем с приобретением навыков работы в программе. Подробно о ра-

боте программы можно узнать в источнике [3].  

Пусть необходимо разбить данные на три кластера. Изначально исходные данные же-

лательно пронормировать. Задача кластеризации будет звучать следующим образом: мини-

мизация суммы расстояний между центрами трех кластеров и всеми данными путем подбора 

координат центров кластеров.  

Алгоритм решения задачи следующий: 

1. Составить таблицу с данными (заранее пронормированными), например, по двум 

свойствам (таблица 1). 

Таблица 1. Фрагмент исходных данных 
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2. Зарезервировать для центров кластеров ячейки (таблица 2).  

Таблица 2. Координаты центров кластеров 

 N O  

 Хромосомы 

(координаты центров 

кластеров) 

 

 Свойство 1 Свойство 2  

4 0,816 0,678 Центр первого кластера 

5 0,467 0,165 Центр второго кластера 

6 0,173 0,725 Центр третьего кластера 

 

Изначально значения в ячейках можно положить случайным образом. Пусть для опре-

деленности центр кластера 1 имеет координаты (N4, O4), центр кластера 2: (N5, O5), центр 

кластера 3: (N6, O6).  

3. Составить таблицу расстояний от центов кластеров, применив при этом формулы: 

КОРЕНЬ(($A8-$N$4)^2+($B8-$O$4)^2) – расстояние от первого наблюдения (А8; В8) до цен-

тра первого кластера (N4, O4), КОРЕНЬ(($A8-$N$5)^2+($B8-$O$5)^2) – расстояние от пер-

вого наблюдения (А8; В8) до центра второго кластера (N5, O5), КОРЕНЬ(($A8-

$N$6)^2+($B8-$O$6)^2) – расстояние от первого наблюдения (А8; В8) до центра третьего 

кластера (N6, O6). Процедуру повторить для всех наблюдений. При этом постепенно запол-

нится таблица 3. 

Таблица 3. Расстояние от центров кластеров 

 

Класс 1 Класс 2 Класс 3 

0,24 0,47 0,73 

0,79 0,29 0,52 

0,80 0,23 0,61 

0,14 0,63 0,77 

0,15 0,47 0,61 

0,16 0,58 0,48 

0,84 0,50 0,37 

 

4. Составить таблицу минимальных найденных расстояний для каждого свойства и со-

гласно результатам присвоить наблюдениям принадлежность кластеру (таблица 4). Целевая 

функция – сумма минимальных расстояний. Запустив программу – получим результат кла-

стерного анализа. 

Таблица 4. Фрагмент результата кластерного анализа 
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В результате хочется отметить, что кластерный анализ проведенный с помощью гене-

тического алгоритма, более «правильный», чем с помощью нейронной сети. 

 

Список литературных источников 
1. Берестнева О.Г., Марухина О.В., Шевелев Г.Е. Прикладная математическая статисти-

ка: учебное пособие. Томск: Изд-во Томского политехнического университета, 2012. 

188 с. 

2. Чернобровкина И.И. К вопросу о необходимости изучения дисциплин искусственного 

интеллекта на различных специальностях в вузах // Вестник международных конфе-

ренций. №2. T. 2. 2014. C.23-26.        

3. Neuroproject / Каталог программ [Электронный ресурс]. URL: 

http://www.neuroproject.ru/bghunt1.htm (дата обращения: 06.04.2016)  

 

 

 APPLICATION OF METHODS  

OF INFORMATION TECHNOLOGY FOR SOLVING  

PROBLEMS OF CLUSTER ANALYSIS 
 

I.I. Chernobrovkina 
Cand. Sci. (Pedagogy), associate professor 

iichernobrovkina@yandex.ru 
Orel  

Orel State University 
 

 

Abstract. This article discusses methods of applying the theory of neural networks and genetic 
algorithms to solving the problem of cluster analysis. While solving a problem it is proposed to 
use a ready software: Deductor and GeneHunter. 

Keywords: information technology, cluster analysis, neural networks, genetic algorithms 

 

References 

1. Berestneva O.G., Maruhina O.V., Shevelev G.E. (2012) Pricladnaia matematicheskaia statis-

tika: uchebnoe posobie [Applied mathematical statistics: tutorial] Tomsk: Izd-vo Tomskogo 

politekhnicheskogo universiteta, 2012. 188 p.    

2. Chernobrovkina I.I. (2014) K voprosu o neobhodimosti izucheniia distciplin iskusstvennogo 

intellekta na razlichny`kh spetcial`nostiakh v vuzakh [The need to study artificial intelli-

gence disciplines in various specialties in universities] Vestneyk mezhdunarodny`kh konfer-

entcii`. №2. T. 2, pp. 23-26. 

3. Neuroproject / Katalog programm [Electronic resource] [Neuroproject/catalog]. URL: 

http://www.neuroproject.ru/bghunt1.htm (Accessed: 06.04.2016)  

 

 

 

 



 
CONTINUUM. МАТЕМАТИКА. ИНФОРМАТИКА. ОБРАЗОВАНИЕ. 2017. №3 

 

47 

 

УДК 

517.9 

ИССЛЕДОВАНИЕ TS-МОДЕЛИ МАЯТНИКОВОЙ СИСТЕМЫ  

С ПОМОЩЬЮ ЧИСЛЕННОГО АЛГОРИТМА ЛОУСОНА 
 

Игонина Елена Викторовна 
к.ф.-м.н., доцент 

 elenaigonina7@mail.ru  
г. Елец 

доцент кафедры математического  
моделирования и компьютерных  
технологий Елецкого государственного 
университета им. И.А. Бунина 

Аннотация. В статье изложены теоретические аспекты моделирования и анализа устойчи-
вости управляемых маятниковых систем с логическим регулятором на примере модели об-
ратного маятника. С помощью подхода, базирующегося на применении логических регу-
ляторов и на аппроксимации исходной модели управляемой системы  
моделью Такаги–Суджено (TS-моделью), построена TS-модель обратного маятника. При-
менение редукции к числу правил позволило модифицировать синтезированную модель. 
Для изучения устойчивости TS-модели обратного маятника разработан логический регу-
лятор на основе метода параллельной распределенной компенсации. Указанный метод за-
ключается в том, что каждое правило регулятора строится из соответствующего правила 
TS-модели. Образующийся общий логический регулятор, являющийся нелинейным, 
представляет собой сочетание отдельных линейных регуляторов. При этом логический ре-
гулятор использует те же нечеткие множества, что и модель в исходных частях, и в расчет 
берется только локальная эффективность каждого правила. Для TS-модели обратного ма-
ятника определена функция Ляпунова, получены условия асимптотической устойчивости 
в виде набора линейных матричных неравенств. Дано обоснование и описание численно-
го алгоритма Лоусона, используемого в работе при создании комплекса программ для изу-
чения динамики моделей управляемых маятниковых систем. Перечислены основные моду-
ли программы и их функции. Приведены результаты численного анализа модифициро-
ванной TS-модели обратного маятника. В вычислительной среде Matlab построены гра-
фики, демонстрирующие эффективность применения синтезированного логического ре-
гулятора при достаточно больших углах отклонения маятника. 

Ключевые слова: управляемая система, устойчивость, перевернутый маятник,  
TS-модель, численный алгоритм Лоусона. 

 

Создание адекватных математических моделей и развитие конструктивных методов 

анализа устойчивости являются важными проблемами математического моделирования ма-

ятниковых систем. Актуальность изучения моделей указанных систем определяется тем, что 

они могут быть использованы при исследовании моделей механических, физических и тех-

нических систем, в частности, моделей динамики транспортных средств с гироскопическими 

устройствами, моделей робототехники и биомеханики. В процессе разработки моделей, в ко-

торых управляемые маятники являются важной составной частью, оценка устойчивости и 

условия стабилизации являются важными этапами. Методы исследования моделей маятни-

ковых систем развивались в работах многих отечественных и зарубежных исследователей 

(например, работы Ф.Л. Черноусько, С.А. Решмина, А.М. Формальского, Р. Дорфа и 

Р. Бишопа) [1]. Наряду с классическими методами необходимо разрабатывать альтернатив-

ные методы, поскольку использование традиционных методов для моделирования управляе-

мых маятниковых систем в ряде случаев связано с недостаточно полной информацией о по-

ведении системы или сопряжено с большим объемом вычислительных операций.  

Одним из эффективных подходов к изучению нелинейных управляемых систем являет-

ся подход, базирующийся на применении логических регуляторов и на аппроксимации ис-

ходной модели соответствующей моделью Такаги–Суджено (TS-моделью). В [2] дано описа-
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ние метода построения ТS-модели и получен ряд ключевых условий устойчивости. Общей 

идеей большинства исследований по устойчивости TS-моделей является использование ме-

тода функций Ляпунова и сведение решения вопроса об устойчивости к анализу свойств ли-

нейных матричных неравенств, к которым применимы методы численного решения. 

Важным этапом при изучении моделей динамических систем является компьютерное 

моделирование. При компьютерном моделировании управляемых маятниковых систем воз-

никает ряд трудностей, связанных с наличием квазилинейных дифференциальных уравне-

ний. Известные численные методы (метод Рунге–Кутты, метод Адамса и др.) не позволяют 

выполнить для указанных моделей адекватные численные эксперименты. Это обусловлено 

ограниченной областью устойчивости решений, полученных традиционными численными 

методами, и разнотемповостью протекания процессов в управляемых системах. Поэтому 

возникает необходимость в модификации известных или использовании специальных алго-

ритмов, позволяющих выполнить адекватные численные эксперименты при изучении дина-

мики и решении задач стабилизации моделей маятниковых систем, описываемых системами 

дифференциальных уравнений.  

В настоящей работе показана эффективность применения численного алгоритма Ло-

усона решения систем линейных и квазилинейных дифференциальных уравнений для изуче-

ния моделей управляемых маятниковых систем с логическими регуляторами. Указанный ал-

горитм позволил реализовать альтернативный подход к изучению моделей маятниковых си-

стем. 

Модель Такаги–Суджено обратного маятника задается двумя правилами вида: 

П1: если x1(t) приблизительно равно 0, то )()()( 11 tuBtxAtx  , 

П2: если x1(t) приблизительно равно  22 1   x , то  

)()()( 22 tuBtxAtx  ,  (1) 

где  Тххx 21  – вектор состояния, включающий в себя соответственно угол 

отклонения маятника от вертикали и угловую скорость, и – управляющее воздействие, 

приложенное к тележке, 8,9g м/с2 – гравитационная постоянная, m – масса маятника, M – 

масса тележки, 2 l – длина маятника,  Mma 1 , 
088cos , 
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Отметим, что в [2] дано подробное описание построения модели (1), включающей 

редукцию числа правил. Логический регулятор, построенный с помощью метода 

параллельной распределенной компенсации [2], представляет собой сочетание отдельных 

линейных регуляторов, определяемых правилами вида: 

П1: если x1(t) приближенно равно 0, то )()( 1 txFtu  . 

П2: если x1(t) приближенно равно  22 1   x , то )()( 2 txFtu  , 

где F1 и F2 – матрицы коэффициентов усиления. Общий логический регулятор задается 

в виде    )()()( 111 txFtxhtu   )()( 212 txFtxh , где h1 и h2 – функции, определяющие 

принадлежность угла отклонения правилам П1 и П2 соответственно, причем h1+h2=1. 

Для нахождения решений дифференциальных уравнений, описывающих TS-модель 

обратного маятника (1), использован численный алгоритм Лоусона [3], заключающийся в 

преобразовании исходной системы дифференциальных уравнений в систему 

дифференциальных уравнений относительно новой неизвестной функции с помощью 

специальной замены, после чего полученная система может быть решена традиционными 
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методами численного интегрирования. Используемый в настоящей работе алгоритм, 

представленный в виде расширения для Matlab, решает ее методом Рунге–Кутты, при этом 

одновременно с решением производится обратное преобразование от новой введенной 

функции к исходной функции.  

Верификация синтезированной модели (1) выполнена в компьютерной среде Matlab с 

помощью программы, состоящей из следующих модулей: модуль для ввода данных, модуль 

для вывода результатов и для графической иллюстрации результатов, модуль основной 

программы, объединяющей работу двух правил модели (1), а также двумя подпрограммами: 

right.m – вычисляет значение функции в правой части (1), rightj.m – вычисляет матрицу 

Якоби правой части (1). Коэффициенты усиления матриц F1 и F2 найдены с учетом условий 

устойчивости модели (1), изложенных в работе [2]. Значения функций принадлежности h1 и 

h2 определены с помощью редактора функций принадлежности Membership Function Editor 

пакета Fuzzy Logic Toolbox среды Matlab. 

Результаты численного моделирования системы управления обратным маятником при 

значениях параметров m = 2 кг, M = 8 кг, 2 l= 1 м и конкретных начальных условиях 

представлены на рис. 1 и 2.  

  
Рис. 1. Процесс стабилизации 

перевернутого маятника при x(0) = (/6 0)T 

Рис. 2. Процесс стабилизации 

перевернутого маятника при x(0) = (/3 0)T 

 

Модельные расчеты показали, что для каждого начального условия существуют 

положительно определенные матрицы F1 и F2, при которых для модели (1) обратного 

маятника можно построить стабилизирующий логический регулятор. 
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Summary. In article theoretical aspects of modeling and the analysis of stability of the operated 
pendular systems with the logical regulator on the example of model of the inverted pendulum 
are stated. On the basis of the approach which is based on use of logical regulators and on ap-
proximation of initial model of the operated system TS-model the TS-model of inverted pendu-
lum is constructed. Application of a reduction to number of rules has allowed to modify the syn-
thesized model. The logical regulator by means of a method of the parallel distributed compensa-
tion is developed for studying of stability of TS-model of the inverted pendulum. The specified 
method is that each rule of the regulator is under construction of the corresponding rule of TS-
model. The formed general logical regulator which is nonlinear represents a combination of sepa-
rate linear regulators. At the same time the logical regulator uses the same indistinct sets, as mod-
el in initial parts, and only local efficiency of each rule is taken into account. For TS-model of the 
inverted pendulum Lyapunov's function is defined, conditions of asymptotic stability in the form 
of a set of linear matrix inequalities are received. Justification and the description of a numerical 
algorithm of Lawson used in work during creation of a complex of programs for studying of dy-
namics of models of the operated pendular systems is given. The main modules of the program 
and their function are listed. Results of the numerical analysis of the modified TS model of the 
inverted pendulum are given. In the computing Matlab environment the schedules showing effi-
ciency of use of the synthesized logical regulator at rather big corners of a deviation of a pendu-
lum are constructed. 

Keywords: operated system, stability, inverted pendulum, TS-model, numerical algorithm of 
Lawson. 
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Аннотация. Интегро-дифференциальные уравнения нашли успешное применение во 
многих приложениях физики, механики, химии, биологии. Существуют многочисленные 
методы, посвященные решению интегро-дифференциальных уравнений, такие как метод 
многочленов Чебышева, гибридные функции Лежандра, метод многочленов Тейлора, ме-
тод дифференциального преобразования, метод вариационных итераций (МВИ), метод 
многочленов Бесселя, метод Тейлора, метод разложения Адомиана, численные методы и 
др. [1-2]. Анализ научных работ, опубликованных зарубежными учеными [1-2], показывает, 
что метод вариационных итераций и его модификации успешно применены ко многим 
приложениям прикладных наук. В 1997 году был разработан новый и эффективный метод 
решения нелинейных моделей, так называемый метод вариационных итераций, ученым 
J.H. He [1], который был успешно применен ко многим нелинейным проблемам. Этот ме-
тод не требует дискретизации переменных, вычисления ошибки округления, не требует 
малых параметров, которые необходимы для некоторых других методов. Целью данной 
работы является примение МВИ к решению линейных и нелинейных интегро-
дифференциальных уравнений Вольтерра и Фредгольма, а также подтвердение надежно-
сти данного метода в обработке научных проблем. В этой работе МВИ использован к 
приближенному решению типичных линейных и нелинейных интегро-
дифференциальных уравнений Вольтерра и Фредгольма разного порядка и разного типа. 
Результаты этого метода сходятся быстрее к точному решению для некоторых нелинейных 
проблем.  

Ключевые слова: интегро-дифференциальные уравнения, метод вариационных итера-
ций, начальное приближение, приближенное решение. 

 

Постановка задачи. Требуется решить следующее нелинейное интегро-

дифференциальное уравнение Вольтерра и Фредгольма соответственно 
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методом вариационных итераций, где 
m

m
m

dx

xyd
xy

)(
)()(  ; y(x) – искомая функция; f (x), F(y(x))  

– известные функции; K(x,t) – ядро интегрального уравнения (1) и (2) [2]. 

Алгоритм метода вариационных итераций. Итерационная формула для приближен-

ного решения уравнения (1) и (2) методом вариационных итераций имеет вид [2] 
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где  – множитель Лагранжа находим в следующем порядке: 

0))(),(()(  sysyfsy ,  = –1;   0))(),(),(()(  sysysyfsy ,  = s–x; 
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Начальное приближение выбираем так )0(
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Точное решение уравнение (1) находим так )(lim)( xyxy n
n 

 .  

Приложение. Ниже рассмотрены несколько примеров, посвященных решению про-

блемы (1) и (2) методом вариационных итераций. 

Пример 1. Требуется решить следующее линейное интегро-дифференциальное уравне-

ние Вольтерра [2]:  
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Используя формулу (3), запишем следующую итерационную формулу: 

  














x

n

s

nnn dsdrryrsssyxyxy

0 0

1 )()(1)()()( .                           (5) 

Начальное приближение 1)0(0  yy . Дальнейшие приближения вычисляем по (5): 
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Пример 2. Требуется решить следующее линейное интегро-дифференциальное уравне-

ние Вольтерра:  
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Используя формулу (3) запишем следующую итерационную формулу: 
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Начальное приближение 1)0(0  yy . Дальнейшие приближения вычисляем по (6): 
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Пример 3. Требуется решить следующее линейное интегро-дифференциальное уравне-

ние Вольтерра [2]:  
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Используя формулу (3) запишем следующую итерационную формулу: 
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Начальное приближение xyxyy  )0()0(0 . Дальнейшие приближения вычисляем по (7): 
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Точное решение заданное уравнение имеет вид 1)(lim)( 
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Пример 4. Требуется решить следующее линейное интегро-дифференциальное уравне-

ние Фредгольма [2]:  
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Используя формулу (4) запишем следующую итерационную формулу: 
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Начальное приближение xxy 1)(0 . Дальнейшие приближения вычисляем по (8): 
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Отсюда имеем точное решение .)( xexy   
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Пример 5. Требуется решить следующее линейное интегро-дифференциальное уравне-

ние Фредгольма [2]:  
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Используя формулу (4) запишем следующую итерационную формулу: 
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Начальное приближение 2)(0 xy . Дальнейшие приближения вычисляем по (9): 
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Пример 6. Требуется решить следующее линейное интегро-дифференциальное уравне-

ние [2]:  
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Используя формулу (4) запишем следующую итерационную формулу: 
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Выводы. МВИ успешно применен к решению линейных и нелинейных интегро-

дифференциальных уравнений Вольтерра и Фредгольма. Результаты расчетов проверены с 

помощью математического пакета Maple. Метод полезен для линейных и нелинейных урав-

нений. Этот метод очень силен и эффективен для нахождения точных и приближенных ре-

шений для широких классов проблемы. МВИ очень точен и прост, не требует утомительных 

алгебраических вычислений, облегчает вычислительную работу и дает быстрое решение.  
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 APPLICATION THE VARIATIONAL ITERATION  

METHOD FOR THE APPROXIMATE SOLUTION  

OF INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION 
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Abstract. The integro-differential equations found successful application in many applications of 
applied sciences, as in science and technology, physics, mechanics, chemistry, biology [1-2]. There 
are numerous methods devoted to the solution of the integro-differential equations such as 
method of polynoms of Chebyshev, hybrid functions of Legendre, a method of polynoms of 
Taylor, a method of differential conversion, a variational iterations method, a method of poly-
noms of Bessel, Taylor's method, Adomian decomposition method, numerical method, etc. [1-2]. 
The analysis of scientific operations, published a row by foreign scientists [1-2] show that the var-
iational iterations method and its modification are successfully applied to many applications of 
applied sciences. In 1997 new idle time, the best and effective method of the solution of non-
linear models, a so-called variational iterations method was developed by scientific J.H. He [1] 
which it was successfully applied to many non-linear problems. This method doesn't require 
sampling variables, there is no computation of a rounding-off error, doesn't require small param-
eters which are necessary for some methods. The purpose of this operation is to apply a method 
of variational iterations to the solution of the linear and non-linear integro-differential equations 
of Voltaire and Fredholm, and also to confirm reliability of this method in processing of scien-
tific problems. In this operation the variational iterations method is used to approximate solution 
typical the linear and non-linear integro-differential Voltaire and Fredholm equations of a differ-
ent order and different type. Results of this method meets quicker to the exact decision for some 
non-linear problems. Variational iterations method very effective and idle time. 

Keywords: integro-differential equations, variational iterations method, initial approach, approx-
imate solution. 
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Аннотация. В статье представлен шаблон для написания PHP-расширения, рассмотрена 
последовательность компиляции и подключения расширения. Приведен пример экспор-
тируемой функции. 
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Препроцессор PHP в наше время является одним из самых популярных языков про-

граммирования динамических web-сайтов и его функционала хватает для реализации 

большого количества задач разработки. Однако одним из его минусов является интерпре-

тируемость, т.е. исходный код программы не преобразовывается в машинный код, а ис-

полняется с помощью программы-интерпретатора Zend Engine, что сказывается на произ-

водительности. Сам же PHP, а точнее его интерпретатор написан на компилируемом язы-

ке С. Дистрибутив PHP содержит набор расширений. Например, для работы с базой дан-

ных можно использовать расширение mysqli. Информацию о PHP и об установленных 

расширениях можно просмотреть с помощью команды phpinfo(). 

При разработке web-приложений может возникнуть необходимость повышения 

производительности, например, при обращении к базам данных. Или необходимо исполь-

зовать внешние библиотеки. Для реализации данных задач возможностей языка PHP уже 

не хватает. В этом случае разработчики имеют возможность писать собственные PHP-

функции и классы, используя язык C/C++. 

Разработка на языке С/C++ предоставляет следующие преимущества: 

− увеличение скорости работы; 

− сокращение сложности PHP-кода. 

Но имеет и недостатки: 

− увеличение цикла разработки; 

− снижение надежности приложения; 

− сокращение возможности сопровождения. 

В связи с этим, не имеет смысла весь PHP-код переписывать на C. 

Для написания расширения интерпретатор Zend Engine предоставляет большое ко-

личество структур, функций и макросов. При разработке используется некоторый шаблон 

(Листинг 1). 

В данном листинге представлен текст основного заголовочного файла PHP-

расширения (myextension.h). Здесь определены две директивы PHP_EXTNAME и 

PHP_EXTVERSION, которые являются именем разрабатываемого расширения и его верси-

ей. Также подключается конфигурационный файл config.h и файл среды php.h. В конце 

листинга объявляется внешняя переменная точки входа модуля и указатель на нее. В рас-

ширении при помощи макроса PHP_FUNCTION объявлены две экспортируемые функции 

myFunction и myFunction2. Их количество может быть любое, но объявлять необходи-

мо только те функции, которые непосредственно будут вызываться из PHP.  
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#ifndef MYEXTENSION_H 
#define MYEXTENSION_H 
 
#define PHP_EXTNAME "MyExtension" 
#define PHP_EXTVERSION "1.0" 
 
#ifdef HAVE_CONFIG_H 
 #include "config.h" 
#endif  
 
#include "php.h" 
 
PHP_FUNCTION(myFunction); 
PHP_FUNCTION(myFunction2); 
//... 
 
extern zend_module_entry myextension_module_entry; 
#define phpext_myextension_ptr &myextension_module_entry; 
 
#endif 

Листинг 1. Шаблон заголовочного файла расширения. 

При разработке конкретного расширения указывается собственное имя файла, 

обычно совпадающее с названием расширения, а все вхождения «myextension» заменяют-

ся на конкретное название. В этом файле также могут быть добавлены подключения до-

полнительных файлов и указаны необходимые объявления. 

Рассмотрим файл реализации данного шаблона: 

#include "myextension.h" 
 
static zend_function_entry myextension_functions[] = { 
 PHP_FE(myFunction, NULL) 
 PHP_FE(myFunction2, NULL) 
 //... 
 PHP_FE_END 
}; 
 
zend_module_entry myextension_module_entry = { 
 PHP_EXTNAME, 
 myextension_functions, 
 NULL, 
 NULL, 
 NULL, 
 NULL, 
 NULL, 
 PHP_EXTVERSION, 
 STANDARD_MODULE_PROPERTIES 
}; 
 
#ifdef COMPILE_DL_MYEXTENSION 
 ZEND_GET_MODULE(myextension) 
#endif 
 
PHP_FUNCTION(myFunction) { 
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 //реализация функции 
} 
 
PHP_FUNCTION(myFunction2) { 
 //реализация функции2 
} 
 
/* 
... 
*/ 

Листинг 2. Шаблон файла реализации расширения. 

В данном листинге представлен текст основного файла реализации PHP-

расширения (myextension.c). Здесь определен массив функций модуля myexten-
sion_functions, в котором указаны при помощи макросов PHP_FE добавляемые функ-

ции. Второй параметр макроса определят способ передачи параметров функции. Значение 

NULL определяет, что параметры функции будут передаваться по значению.  

Далее реализована точка входа модуля myextension_module_entry. Она пред-

ставляет собой специальную структуру Zend Engine. В шаблоне указаны не все значения 

этой структуры, а только название расширения PHP_EXTNAME, массив функций расшире-

ния myextension_functions, версия расширения PHP_EXTVERSION и указано, что мо-

дуль обладает стандартными свойствами STANDARD_MODULE_PROPERTIES. Неуказанные 

параметры отвечают за инициализацию модуля, его запуск и остановку, а также за ин-

формацию о модуле [1]. 

Макрос ZEND_GET_MODULE производит связывание модуля с интерпретатором. 

В конце файла при помощи макросов PHP_FUNCTION созданы шаблоны функций. 

Функции реализуются на языке C. 

Рассмотрим пример функции с параметрами и возвращаемым значением. Реализу-

ем функцию приближенного нахождения числа  с использованием ряда Лейбница: 

...
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Параметром функции будет количество членов ряда. 

На C/С++ функция будет иметь следующий вид: 

double sequencePi(long count) 
{ 
 double result = 0; 
 long i; 
 for(i = 0; i < count; i++) 
 { 
  if(i % 2 == 0) 
   result += 1.0 / (2 * i + 1); 
  else 
   result -= 1.0 / (2 * i + 1); 
 } 
 return 4 * result; 
} 

Листинг 3. Функция на C/C++. 
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Если алгоритм вычисления на С/С++ уже написан, то при реализации функции в 

расширении есть два пути: либо вставить имеющийся код в расширение и вызвать его из 

функции расширения, либо преобразовать его в формат функции Zend Engine. Рассмотрим 

оба подхода. 

В заголовочном файле myextension.h объявляем функцию: 

PHP_FUNCTION(sequencePiZE); 

В файле реализации myextension.c в списке myextension_functions[] указыва-

ем функцию: 

static zend_function_entry myextension_functions[] = { 
 PHP_FE(sequencePiZE, NULL) 
 PHP_FE_END 
}; 

При использовании первого подхода вставляем код листинга 3 в файле реализации 

myextension.c перед описанием функции и вызываем его: 

//код листинга 3 
 
PHP_FUNCTION(sequencePiZE) { 
 int argc = ZEND_NUM_ARGS(); 
 long count; 
 if (zend_parse_parameters(argc TSRMLS_CC, "l", &count) == FAILURE) 
 {  
  RETURN_FALSE; 
 } 
 RETURN_DOUBLE(sequencePi(count)); 
} 

Листинг 4. Функция PHP-расширения (вариант 1). 

Для разбора параметров используется специальная функция 

zend_parse_parameters. Первый ее параметр – это количество передаваемых парамет-

ров, которое можно получить при помощи специального макроса ZEND_NUM_ARGS(). 

Второй параметр содержит спецификаторы типов получаемых параметров. В примере 

этот параметр имеет значение "l", указывающее на то, что принимается одно значение 

типа long. У каждого типа данных свой спецификатор [2]. Для получения нескольких 

значений в данном параметре спецификаторы указываются подряд. Остальные параметры 

являются указателями на переменные, в которые передаются значения. 

Данная функция возвращает одно из двух значений: SUCCESS – если параметры 

приняты без ошибок и FAILURE в противном случае. 

Функция возвращает значение с помощью макроса RETURN_DOUBLE(), указываю-

щего, что передается значение типа double. Для других типов также предусмотрены свои 

макросы [2]. 

Отличие второго подхода будет заключаться в том, что в экспортируемую функ-

цию будет добавлен код вычислений, вместо использования функции листинга 3: 

 

 

 

 



 
ПРИКЛАДНЫЕ АСПЕКТЫ МАТЕМАТИКИ И ИНФОРМАТИКИ 

 

60 

 

PHP_FUNCTION(sequencePiZE) { 
 int argc = ZEND_NUM_ARGS(); 
 long count; 
 double result = 0; 
 long i; 
 if (zend_parse_parameters(argc TSRMLS_CC, "l", &count) == FAILURE) 
 {  
  RETURN_FALSE; 
 } 
 for(i = 0; i < count; i++) 
 { 
  if(i % 2 == 0) 
   result += 1.0 / (2 * i + 1); 
  else 
   result -= 1.0 / (2 * i + 1); 
 } 
 RETURN_DOUBLE(4 * result); 
} 

Листинг 5. Функция PHP-расширения (вариант 2). 

Для компиляции расширения в *nix системах также потребуется создать конфигу-

рационный файл config.m4: 

PHP_ARG_ENABLE(MyExtension, whether to enable MyExtension support, 
[ --enable-myextension Enable MyExtension support]) 
 
if test "$PHP_MYEXTENSION" = "yes"; then 
 AC_DEFINE(HAVE_ MYEXTENSION, 1, [Whether you have MyExtension]) 
 PHP_NEW_EXTENSION(MyExtension, myextension.c, $ext_shared) 
fi 

Листинг 6. Шаблон файла конфигурации для *nix систем. 

Для сборки расширения используется консоль, в которой необходимо выполнить 

следующие команды: 

phpize 
./configure --enable-myextension 
make 

Первая команда обрабатывает файл config.m4 и создает из него конфигурационный 

сценарий. Вторая – конфигурирует расширение. Третья команда компилирует в файл 

myextension.so. 

Полученное расширение следует загрузить путем добавления в файл php.ini следу-

ющей директивы:  

extension=myextension.so 

Если загружать расширение во время выполнения PHP-сценария, то в него необхо-

димо добавить код: 

dl("myextension.so"); 

В этом случае после завершения запроса расширение будет выгружено из памяти. 



 
CONTINUUM. МАТЕМАТИКА. ИНФОРМАТИКА. ОБРАЗОВАНИЕ. 2017. №3 

 

61 

 

Стандартные средства компиляции в системах семейства Windows не предусмотре-

ны. Сборка расширения производится с использованием некоторой системы программи-

рования, обычно, Visual Studio, в которой необходимо создать и настроить проект дина-

мической библиотеки (dll) на С/С++, а также скачать скомпилированные исходные и bin-

файлы PHP . 

В результате сборки получим dll-файл, представляющий собой расширение. Под-

ключить его можно также либо в файле php.ini, либо при помощи функции dl. 

После загрузки расширения можно его использовать в PHP-сценариях: 

echo sequencePiZE(100); //Вывод: 3.1315929035586 
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Аннотация. Статья посвящена рассмотрению вариантов построения структурно распре-
деленной информационной системы, трактуемой автором как специализированная ин-
формационно-вычислительная система, включающая персональные компьютеры, вспомо-
гательные и центральные серверы и позволяющая решать различные задачи, различаю-
щиеся по стоимости и эффективности. Приведен перечень современных требований, 
предъявляемых к распределенной информационной системе, а также указаны факторы, 
которые должны учитываться при ее построении. Авторами выделены варианты распреде-
ленной информационной образовательной системы с централизованной и децентрализо-
ванной структурой, указаны преимущества и недостатки как одной, так и другой. Предло-
жены варианты построения распределенной информационной образовательной системы, 
направленной на обеспечение ее отказоустойчивости и высокой производительности. Ре-
ализация вышеуказанных вариантов предполагается автором на основе децентрализован-
ной архитектуры, при которой фрагменты информационной базы данных распределены 
по узлам сети. 

Ключевые слова: информационная база данных, распределенная информационная обра-
зовательная система. 

Структурно распределенная информационная образовательная система (РИОС) пред-

ставляет собой специализированную информационно-вычислительную систему, включаю-

щую персональные компьютеры (одиночные удаленные пользователи), локальные вычисли-

тельные сети (группы обучающихся), вспомогательные (дочерние) и центральные серверы. 

Для создания РИОС, как распределенной системы, существует значительное количество 

возможных путей и средств. Они, позволяя решать различные задачи, различаются по стои-

мости и эффективности [1], [2]. 

Распределенная структурная организация РИОС дает возможность размещения учеб-

ной информации по узлам (серверам) сети. Основная цель такого распределения – увеличе-

ние пропускной способности (производительности) системы и снижение средних задержек 

получения информации для конечных пользователей – обучающихся. 

Анализ возможных архитектурных решений позволяет разработать пути совершен-

ствования архитектуры РИОС, а также оптимальный способ организации информационно-

вычислительного процесса по управлению ресурсами и информационными потоками для си-

стем данного класса. 

В процессе проектирования архитектуры РИОС можно выделить несколько общих ва-

риантов ее построения. 

РИОС с централизованной архитектурой (с одним центральным узлом). Вся информа-

ция хранится на центральном сервере, который обрабатывает запросы всех пользователей. 

РИОС с децентрализованной (распределенной) архитектурой. Например, с одним цен-

тральным узлом (центральным сервером) и несколькими вспомогательными узлами (дочер-

ними серверами), к которым подключаются пользователи (абоненты). Вся информация хра-

нится на центральном сервере, который обрабатывает запросы как напрямую от клиентов, 
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так и от дочерних серверов, которые несут на себе часть его нагрузки. Запросы от дочерних 

серверов возникают в случае, если на них нет запрошенной пользователем информации. 

Одним из основных преимуществ распределенной архитектуры, из которого, по сути, 

следуют и остальные преимущества, является возможность обработки данных там, где они 

больше всего необходимы. Иначе говоря, данные и управляющие функции системы распре-

делены географически таким образом, что это распределение отражает саму информацион-

ную структуру системы. 

Такой подход позволяет, как правило, более эффективно использовать имеющиеся в 

наличии информационные ресурсы, и работать с объемами информации, потенциально во 

много раз большими, чем это могла бы позволить система с централизованной архитектурой 

[3]. 

Однако, при всех своих преимуществах, распределенные системы распространены не 

так широко, как можно было бы ожидать. Как это ни парадоксально, но самой большой 

трудностью в работе с распределенной системой является именно ее распределенность. Вот 

далеко не полный перечень современных требований, предъявляемых к распределенной ин-

формационной системе: 

- работать на разных аппаратно-программных платформах; 

- использовать различные типы СУБД, в зависимости от конкретных локальных по-

требностей; 

- иметь возможность работать с широким спектром системного и прикладного про-

граммного обеспечения; 

- работать независимо от различных сетевых протоколов и коммуникаций; 

- оставаться прозрачной для пользователя, то есть не показывать эту свою разнород-

ность. 

Пользователь должен полагать, что система не распределена, т.е. должен не чувство-

вать «распределенности». 

Перечислим факторы, которые должны учитываться при построении распределенной 

информационной вычислительной системы: 

- наличие автоматизированных процессов, которые обеспечивают быстрый отклик и 

лучший сервис для конечного пользователя; 

- возможность динамического (автоматического) изменения распределения информа-

ции в системе; 

- автоматизация повторяющихся управленческих задач (например, управление поль-

зователями или характеристиками системы); 

- автоматизированные диагностика, контроль и предложения по устранению неис-

правностей; 

- способность дистанционно управлять выполняющимися приложениями. 

Архитектуру РИОС, как распределенной системы, рассмотрим в двух вариантах: РИОС 

с распределением ресурсов между узлами обработки и РИОС с сосредоточенными ресурса-

ми. В первом случае производится распределение программ обработки и информационной 

базы данных (ИБД) и жесткое закрепление фрагментов ИБД по серверам (узлам обработки). 

Соответственно запросы пользователей к «своим» фрагментам ИБД разделяются по серве-

рам (рис. 1). Тип заявки пользователя определяет, какой именно сервер РИОС (из централь-

ных и дочерних) будет задействован. 
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Рис.1. РИОС с разделением ресурсов. 

Во втором случае (рис. 2) все фрагменты ИБД находятся на одном из узлов (например, 

на центральном сервере - сервере баз данных). Прикладные программы для их обработки 

находятся в узлах обработки (сервер 1 - сервер 3). Каждый из узлов может обработать любую 

заявку. 

 

 
Рис.2. РИОС с сосредоточенными ресурсами. 

Рассмотрим процесс функционирования РИОС на базе выделенных архитектур. Пусть 

РИОС состоит из нескольких узлов, причем один из узлов выполняет функции коммутатора. 

Распределенная ИБД состоит из нескольких массивов информации, а их обработку осу-

ществляют несколько пользовательских прикладных программ. Кроме этого, выделим два 

вида заявок, передаваемых по сети: «запрос_пользователя», при котором пользовательское 

приложение производит обращение к фрагменту ИБД и «запрос_администратора», при ко-

тором осуществляется корректировка ИБД и передача служебной информации, необходимой 

для организации взаимодействия узлов РИОС. Наличие узла-коммутатора определяет еди-

ную точку входа всех заявок, он осуществляет их фильтрацию и разделение между узлами 

РИОС. Важно отметить, что заявки, поступающие от пользователей, могут отличаться от за-

явок, выдаваемых программами при обращении к ИБД как по объему, так и по содержанию. 

Повышения производительности в обоих вариантах можно достичь совмещением те-

лекоммуникационных работ, например, узел обработки, к которому подключен пользова-

тель (группа пользователей) будет выполнять функции узла-коммутатора. 

Кроме того, распределять фрагменты ИБД и программы их обработки можно опти-

мально, с учетом текущих требований пользователей, территориального расположения уз-

лов, системных затрат на обработку и т.п. Если предположить, что требования абонентов на 

обслуживание изменяются раз за Тц (цикл функционирования), тогда архитектура РИОС в 

процессе своего функционирования постоянно изменяется. Образно можно представить, что 

для каждой группы пользователей (динамически формируемой в каждом цикле) создается 

«своя» временная РИОС по варианту с одним узлом обработки, в которой узлом-
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коммутатором является узел, к которому она подключена (заметим, что необходимый фраг-

мент ИБД и требуемая прикладная программа могут находиться в узле, к которому при-

креплен пользователь). 

Таким образом, в каждый момент времени одновременно функционирует конечное 

множество временных РИОС. Их число определяется в общем плане текущими параметрами 

распределенной информационной образовательной системы, а в частности количеством уз-

лов (используемых в системе серверов). 

Такая сеть изображена на рис. 3.  В этом случае для рабочих станций пользователей 1-3 

РИОС будет выглядеть так, как представлено на рис. 3 а) обеспечение отказоустойчивости 

или б) обеспечение производительности. 

 
Рис.3. Временные РИОС групп пользователей. 

С нашей точки зрения, наиболее оптимальный вариант с децентрализованной архитек-

турой, при котором фрагменты ИБД распределены по узлам (дочерним серверам). При обес-

печиваемой средней задержке доступа около 20-30сек. становится возможным поднять про-

изводительность системы в несколько раз по сравнению с системой с централизованной ар-

хитектурой. В силу слабой загруженности центрального сервера, рекомендуется смешанный 

вариант обслуживания: несколько классов, подключенных к системным дочерним серверам, 

несколько классов, непосредственно связанных с центральным сервером, и до 10 удаленных 

индивидуальных пользователей со связью через сеть. 
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Summary. The article is devoted to the consideration of options for constructing a structurally 
distributed information system, interpreted by the author as a specialized information and com-
puting system, which includes personal computers, auxiliary and central servers and allows to 
solve various tasks that differ in cost and efficiency. A list of modern requirements for a distrib-
uted information system is given, as well as factors that must be taken into account when con-
structing it. The authors singled out variants of the distributed information educational system 
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network. 

Key words: information database, distributed information educational system. 

 

References 

1. Bertsekas D., Gallager R. (1989) Seti peredachi danny`kh [Data transmission network] M.: 

Mir, 1989. 544 p.    

2. Kul`gin M. (1999) Tekhnologii korporativny`kh setei` [Technology enterprise networks] 

SPb.: Peter, 1999.   

3. V.K. Popkov (1994) Modelirovanie informatcionny`kh setei` [Modeling of information 

networks] Novosibirsk, 1994.   

 

  



 

 

 

    

НОВШЕСТВА ФГОС И ПЕДАГОГИЧЕСКИЕ ТЕХНОЛОГИИ  

В ОБУЧЕНИИ МАТЕМАТИКЕ И ИНФОРМАТИКЕ 

   

 

 

УДК 

372.851 

СОЦИОКУЛЬТУРНО-ОРИЕНТИРОВАННОЕ  

ОБУЧЕНИЕ МАТЕМАТИКЕ В ШКОЛЕ:  

ФОРМИРОВАНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПОНЯТИЙ 
 

Подаева Наталия Георгиевна 
д.п.н., профессор 
podaeva@mail.ru 

г. Елец 

заведующий кафедрой прикладной  
математики и информатики  
Елецкого государственного  
университета им. И.А. Бунина 

 

Аннотация. Статья посвящена одной из методических проблем обучения математике в 
школе – проблеме формирования научных понятий на уроках геометрии. Приводится 
анализ связей освоения геометрических понятий в ситуации учения-обучения и непосред-
ственно связанного с ним процесса развития геометрического знания. С позиций психо-
логии, формальной логики и методики обучения математике раскрывается содержание 
ключевых категорий, характеризующих процесс освоения геометрических понятий в ситу-
ации учения-обучения: уровень представлений, понятийный уровень усвоения знаний, ма-
тематический объект, математическое понятие, геометрические объекты, геометрические 
понятия, теоретические объекты, эмпирические идеальные объекты. Выделяются способы 
мысленного воспроизведения геометрических объектов, лежащие в плоскости содержания 
понятия, и способы описания геометрических объектов, лежащие в плоскости знаковой 
формы. В качестве единиц целостного мыслительного процесса, вслед за Г.П. Щедровиц-
ким, предлагается рассматривать целостные операции, которые включают в себя реальные 
операции (объективно-содержательные) и формальные операции. При этом реальные 
операции рассматриваются как познавательные, начинающиеся непосредственно с объек-
та, представляющие собой действия с объектом и способные выделять в объекте некото-
рое содержание. Формальные операции представляются как начинающиеся с готовых зна-
ний, с языковых выражений, фиксирующих «связь знаний», позволяющих переходить от 
одного свойства объекта к другому, но не связанные с усмотрением нового содержания в 
объекте, то есть как операции, играющие роль познавательных, не являясь таковыми. Со-
отнесение выделенных целостных единицы мышления с изложением геометрического до-
казательства позволяет каждую целостную операцию рассматривать как «сшивающую» че-
тыре вида действий: 1) «движения» по чертежу (реальные операции; плоскость содержа-
ния); 2) от чертежа к формальным отношениям; 3) в плоскости знаковой формы (фор-
мальные операции); 4) интерпретация полученного результата на чертеже. Выделяются 
компоненты целостной психической структуры, обеспечивающей в ситуации учения-
обучения геометрии формирование способов действия по освоению геометрических по-
нятий: «Представление (образ–перцепт) – предпонятие (образ-концепт) – понятие». Схе-
матично этапы развития данной структуры представляются в виде четырех блоков, соот-
ветствующих уровням усвоения понятия.  
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Актуализируя проблему исследования, отметим, что философия образования всегда от-

ражает состояние науки, а на современном этапе развития научного знания (начиная со вто-

рой половины ХХ в.) наблюдается становление так называемого поснеклассического детер-

минизма, для которого характерно нелинейное мировоззрение, связанное с открытием явле-

ний детерминированного хаоса – неопределенности, непредсказуемости, самоорганизации, 

критичности развития и фрактальности, в результате чего сложилась постнеклассическая 

общенаучная парадигма. Другими словами, мир оказался сложнее, чем это казалось еще со-

всем недавно. Он имеет сложную онтологическую структуру, этот нелинейный, динамиче-

ский, онтологически множественный мир с бесчисленными обратными связями, развивается 

по сложным законам и непредсказуемость будущего – атрибут процесса его познания. Ме-

няются представления о детерминизме – идее определенности. Современная наука демон-

стрирует парадокс: чем больше усложняется методология исследования, тем больше растет 

уровень неопределенности в точных предсказаниях будущего поведения различных систем.  

В этой связи в настоящем исследовании предлагаются новые аспекты рассмотрения 

проблемы обучения математике в школе. Первый аспект методологически опирается на есте-

ственнонаучно-ориентированное сознание и технократические тенденции. Как уже говори-

лось, речь идет о научно-методологической проблеме перехода от классического лапласов-

ского детерминизма к так называемому постнедетерминизму, или вероятностному детерми-

низму. В качестве эпиграфа хотелось бы привести знаменитое высказывание Эйнштейна: 

«Бог не играет с миром в кости!»1.  

Актуализируя эту проблему в контексте методики обучения математике, хотелось бы 

обратиться к высказыванию психолога Д.А. Леонтьева, который отмечал, что еще примерно 

десять лет назад в мире было немало мест, где события развивались предсказуемо (детерми-

нировано, с необходимостью), и можно было жить с твердой уверенностью в будущем. Се-

годня таких мест нет вообще, и стало ясно, что всякая стабильность относительна, абсолютна 

лишь неопределенность. Надежды на внешнюю точку опоры больше не существует. Такую 

точку опоры, основу существования, следует искать в самом себе и самому вносить хоть ка-

кую-то определенность в глобальную неопределенность мира. По мнению М. Мамардашви-

ли, такую точку опоры представляет собой кристаллизованная структура личности, способ-

ная превратить человека в устойчивую, самодостаточную единицу, способную связать при-

чину со следствием, понимать эту связь. В контексте предлагаемого исследования такой точ-

кой опоры служат понятийные психические структуры личности школьника. 

                                                           
1 Имеется в виду, что, по мнению Эйнштейна, во Вселенной нет ничего случайного. До 

открытия квантовой механики идеи жесткой детерминации и случайности мирно уживались. 

Считалось, что случайность носит гносеологический характер – это лишь результат незнания 

человеком всех причинных факторов, результат ограниченности человеческого разума. Раз-

витие квантовой механики привело к онтологизации случайности – признанию случайности 

в самой реальности, а не только в сознании. Такое изменение взглядов на природу случайно-

сти не отвергает детерминизм. Детерминизм лишь ослабляется, принимая форму вероят-

ностного детерминизма. Событие имеет множество причин и множество следствий, оказыва-

ясь включенным в сеть причинно-следственных отношений. Следствие вытекает из причины 

уже только не с необходимостью, а с некоторой вероятностью. Вероятность – это степень 

необходимости, способная принимать непрерывный спектр значений от нуля (невозмож-

ность) до единицы (необходимость). 
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Другой аспект рассмотрения задачи обучения математике – социокультурный, связан с 

необходимостью сближения, диалога двух культур. Проблема решается уже на другом мето-

дологическом основании, предполагающем отход от технократических тенденций и есте-

ственнонаучно-ориентированного сознания. В традиционных исследованиях по методике 

обучения математике преимущественно речь идет о трансляции знаний, формировании уме-

ний, в то время как культура предполагает самореализацию личности в этом знании, социа-

лизацию личности: важен онтологический контекст рассмотрения – не просто распредмечи-

вание продуктов культурного опыта, а бытийствование в этой культуре.  

Начнем с того, что в психодидактике традиционно выделяют два уровня усвоения зна-

ний: 

 – уровень представлений: признаки объекта (понятия) присутствуют ограниченно, не-

дифференцированно, не выделяются связи между ними; 

– понятийный уровень: ключевые моменты – знание некоторого набора признаков по-

нятия, а также системность – усвоение каждого понятия предполагается в системе с другими 

понятиями.  

Кроме того, в формальной логике различают: 

– математический объект – выделение количественных и пространственных отноше-

ний из предметов и явлений окружающего мира и абстрагирование от всех других;  

– математическое понятие – возникающая при изучении соответствующего матема-

тического объекта система суждений.  

Исходя из этого, будем различать: геометрические объекты – это точки, линии, фигу-

ры, поверхности, тела и др., их элементы и отношения; геометрические понятия – имею-

щиеся у субъекта-обучаемого понятия о геометрических объектах, фиксирующие процесс 

мысленного их воспроизведения. Причем этот процесс как правило не совпадает с последо-

вательностью введения его в теории2. Безусловно, суть обучения геометрии в овладении 

школьниками геометрическими понятиями, что оказывается вне процесса историографиче-

ского изучения геометрии как теории.  

Рассматривая проблему освоения геометрических понятий в ситуации учения-

обучения, напомним, что, предмет геометрии составляют теоретические объекты – «логи-

ческие реконструкции действительности». Они существуют лишь в знаках и символах. Им 

приписываются такие свойства, которыми реальные объекты не обладают. Например, прямая 

линия, плоскость, парабола обладают свойством неограниченной протяженности и др. Сле-

дует дифференцировать эмпирические идеальные объекты, являющиеся схематизациями ре-

ального мира (например, пространственно-временной континуум в физике). 

Под геометрическими объектами в широком смысле понимаются топологические мно-

гообразия – конкретные геометрические линии, фигуры, их элементы, а также бинарные от-

ношения (равенства, параллельности и др.), тернарные отношения (композиция движений, 

скалярное произведение векторов и др.).  

Как отмечал Г.П. Щедровицкий, под «треугольником как геометрическим объектом» 

следует понимать целостность линий, углов, их возможных отношений и связей, а также си-

стем отношений и связей. Именно эта целостность или единство самих отношений и отно-

сящихся предметов (вещей) является геометрическим объектом «треугольник». И тогда 

иметь понятие о треугольнике – значит быть способным восстановить эту целостность во 

всей полноте [10, с. 175]. 

                                                           
2 Примером служит понятие движения в геометрии, которое возникло как формализа-

ция движения твердых тел в механике. В геометрии движение – это преобразование про-

странства (биективное отображение пространства на себя), сохраняющее расстояние между 

точками. 
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В свою очередь, элементы треугольника также фиксируют некоторые отношения или 

связи и являются геометрическими объектами. Если считать отрезки и углы объектами неко-

торого уровня, то треугольник будет являться объектом следующего уровня, а отношение 

треугольников объектом еще более высокого уровня. Таким образом, при реконструкции 

мыслительного процесса, как отмечает Г.П. Щедровицкий, мы приходим к «матрёшечному» 

устройству геометрического понятия. А именно, понятие о геометрических объектах как бы 

содержит в себе понятие о его элементах, которые также являются геометрическими объек-

тами, и т.д. до некоторых простейших отношений. Иными словами, в геометрическом поня-

тии отражены в свернутом виде все «уровни» развития знания. Что касается аксиоматиче-

ского метода изложения геометрии, то оно разворачивается ортогонально восходящим лини-

ям познания, отражает развитые формы геометрических понятий, фиксирует связи геометри-

ческих фактов и родовитые отношения объектов [10, с. 175]. 

Различают описание геометрического объекта (норму геометрического понятия) – 

определение, свойства, признаки, и понятие о геометрическом объекте или геометрическое 

понятие, имеющееся у субъекта [10, с. 37].  

Как отмечают психологи, способы мысленного воспроизведения геометрических объ-

ектов лежат в плоскости содержания понятия, а описания геометрических объектов – в 

плоскости знаковой формы. Тогда геометрические понятия как средства мысленного вос-

произведения объектов объединяют эти плоскости. При таком подходе к пониманию геомет-

рического понятия специфика понятийного мышления может быть определена следующим 

образом: оно разворачивается в образных структурах, при этом механизмом разворачивания 

являются логические операции [10, с. 37]. 

Как отмечалось Г.П. Щедровицким, предметные действие, лежащее в основе изучение 

геометрии, – «измерение», основанное, в свою очередь, на действии «наложения». Посколь-

ку «наложение» не может быть проделано непосредственно с чертежами; то оно не интерио-

ризируется во внутренний план, в том смысле, что теряет свою результативность. «Возника-

ет разрыв между способом существования объектов и деятельностью, которая может решить 

возникшую задачу» [10, с. 135]. Этот разрыв «может быть преодолен за счет появления но-

вой деятельности, «подходящей к способу существования объектов». Возникает необходи-

мость строить «обходной путь» с целью установления возможности «наложения» фигур, то 

есть вводить другую деятельность, замещающую «наложение». Такой деятельностью может 

быть только необъектная деятельность со знаками. В этом, – считает Г.П. Щедровицкий, – 

«заложено основание перехода от объектов к моделям-чертежам». Это, собственно, и приво-

дит, по его мнению, к развитию геометрии как самостоятельной теории (там же, с. 135).  

В качестве единиц целостного мыслительного процесса Г.П. Щедровицкий предлагает 

рассматривать целостные операции, которые включают в себя реальные операции (объек-

тивно-содержательные) и формальные операции [10, с. 164]. Реальные операции, являющие-

ся познавательными, начинаются непосредственно с объекта, представляют собой действия с 

объектом и могут выделять в объекте некоторое содержание. Формальные операции начи-

наются с готовых знаний, с языковых выражений, фиксирующих «связь знаний», позволяю-

щих переходить от одного свойства объекта к другому, но не связаны с усмотрением нового 

содержания в объекте, то есть играют роль познавательных, не являясь таковыми.  

Если соотнести выделенные целостные единицы мышления с изложением геометриче-

ского доказательства, то каждая целостная операция как бы «сшивает» четыре вида дей-

ствий: 1) «движения» по чертежу (реальные операции; плоскость содержания); 2) от чертежа 

к формальным отношениям; 3) в плоскости знаковой формы (формальные операции); 4) ин-

терпретация полученного результата на чертеже.  

Как отмечают психологи, геометрическое понятие – это знаково-символическая систе-

ма. Компоненты этой системы: 1) идеальные свойства и признаки объектов; 2) материально-
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предметные модели (знаковая натурализация геометрического объекта в реальном мире – 

чертежи, макеты); 3) знаково-символьные системы; 4) предметные, формальные и реальные 

действия и операции, позволяющие создавать образ-перцепт, образ-концепт, оперировать 

образом, включать его в отношения, получать новые объекты. Образы действий с чертежами 

интериоризируются в образы геометрических объектов, обеспечивающих отнесенность всех 

видов знаков к единому целостному объекту.  

В этом смысле в основе геометрического понятия лежит предпонятие – образ-понятие 

или образ-концепт. Оно находится в простом и непосредственном отношении к объекту и не 

включенный в систему вышестоящего понятия. Термин «предпонятие», по словам Л.С. Вы-

готского [1], был широко распространен еще в 30-е годы в педологии. Предпонятие рассмат-

ривается как основная психическая структура младшего школьного возраста (6-11 лет). Раз-

витие предпонятия связано с активизацией образного мышления, с так называемой «знаковой 

натурализацией геометрического понятия» [9], предполагающей «предметные действия с 

вещами», однако освоение понятий не сводится к перцепту, чувственному восприятию, дей-

ствию, эмпирическому обобщению. Предпонятие только лишь «готовит» само понятие, 

освоение которого обеспечивает вербально-логическое мышление. 

Что касается структуры деятельностной компоненты геометрических понятий, то 

Г.П. Щедровицкий в качестве единиц геометрического мышления выделял целостные опе-

рации, включающие познавательные и формальные операции. Этим, по его мнению, обес-

печивается единство плоскости содержания понятия (или плоскости геометрического объ-

екта) и плоскости знаковой формы [1010].  

Результатом выполнения целостных операций, фиксирующихся в сознании в виде об-

разов, являются новые знания и связи знаний. Такие образы отражают сам процесс получе-

ния знания, фиксируют объект, содержательные и формальные операции, связи знаний. 

На высоком уровне развития геометрического мышления целостные операции оказы-

ваются свернутыми и в процессе мышления представлены образами, позволяющими при 

необходимости «развернуть» необходимую операцию, восстановить процесс получения со-

ответствующего знания [10, с. 51].  

В результате анализа психологических исследований были выделены компоненты це-

лостной психической структуры, обеспечивающей в ситуации учения-обучения геометрии 

формирование способов действия по освоению геометрических понятий: «Представление 

(образ–перцепт) – предпонятие (образ-концепт) – понятие». Схематично этапы развития 

данной структуры были представлены в виде четырех блоков, соответствующих уровням 

усвоения понятия. Содержание этапов определяется содержанием деятельностной компонен-

ты геометрических понятий, включающей предметные действия и целостные операции. 

Первый блок: представление (образ–перцепт). Предполагается освоение предмет-

ных действий с вещами – вычерчивание, конструирование, деформация и др., обеспечивае-

мое предметно-практическим способом кодирования информации, требующим опору на 

обыденные представления обучающихся.  

Такой тип действия закрепляет восприятие чертежа. Имеет место «натурализация зна-

ния»: все материализуется, сводится к вещам, что негативно сказывается на теоретическом 

освоении геометрии. Как отмечает А.А. Устиловская, « <… > любая материализация идеаль-

ного объекта уже не идеальный объект, а вещь <… > Поскольку геометрические объекты – 

не вещи, то материальные действия в отношении них невозможны» [9].  

Будем исходить из того, что, как известно, освоение геометрических понятий предпо-

лагает владение способами интерпретации идеальных объектов в реальном физическом про-

странстве (с помощью предметных действий, «знаковой натурализации»). С другой стороны, 

необходимо понимание ограничений физических тел (вещей) в интерпретации идеальных 

объектов. Специфика геометрии определяется внутренним диалектическим противоречием 
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(А.Д. Александров): предмет геометрии составляют идеальные объекты, которые интерпре-

тируются в реальном физическом мире, но любая интерпретация геометрической теории не 

является эквивалентной самой теории.  

Коллизия в том, что, как отмечал Г.Д. Глейзер [23], если учащемуся не предоставить 

возможность предметного действия (знаковой натурализации), он будет запоминать тексты 

формально, без осознания. В этой связи Э.В. Ильенков отмечал, что важный момент для 

«воссоздания в мышлении идеальных геометрических объектов» - сопоставление собствен-

ного графического представления с представлениями другого человека (коммуникация). «В 

противном случае не исключено, что идеальное вообще не складывается, или складываются 

его искаженные формы. Причем сам человек не может обнаружить искажений». Таким обра-

зом, освоение геометрических понятий как культурной нормы совершенно требует сделать 

понимаемое предметом коммуникации ученика с учителем и другими детьми, для чего необ-

ходима визуализация складывающихся образов [4, с. 226]. Иначе все сводится или к 

«неоформленной образности», которая не может быть представлена и выражена в операцио-

нализмах, преобразованиях, или к полному отсутствию образности – вербализму.  

С другой стороны, чрезмерное увлечение знаковой натурализацией чертежа негативно 

влияние на усвоения геометрических понятий как теоретических, поскольку задача обучения 

геометрии – формирование представлений об идеальном пространстве, особенностей пони-

мания и способов действия с теоретическими образами. В этой связи необходимо отметить, 

что в исследованиях Е.Н. Кабановой-Меллер [5], Н.Ф. Талызиной [8], А.А. Устиловской [9] и 

др. отмечается, что условием перехода к теоретическому уровню геометрического мышления 

является преодоление знаковой натурализации – построение школьниками абстрактных мо-

делей структуры евклидова пространства, отражающих специфические свойства, не харак-

терные для натурального мира.  

Психологи условно выделяют три типа пространства: перцептивное, реальное и гео-

метрическое. В перцептивном действует ориентация «по схеме тела» (справа от себя, впере-

ди себя), в реальном работают также объективные земные ориентиры (горизонтальность, к 

югу, севернее …), в геометрическом пространстве система отсчета постоянно меняется. 

Названия геометрических фигур, их элементов не зависят от расположения относительно 

земной поверхности. Так, например, попробуем «прорефлексировать» образ тетраэдра, кото-

рый возникает у обучающегося в идеальном плане при задании – «построить изображение 

треугольной пирамиды». Суть в том, что этот образ нельзя натурализировать как плоское 

изображение. Скорее, тетраэдр видится как бы одновременно со всех сторон – происходит 

выход в пространство «Я-центр» с постоянно меняющейся точкой отсчета. Основание пира-

миды определяется не тем, что на нем «стоит» тетраэдр, а отношениями между его элемен-

тами – высота проведена к данной грани и т.п. Умение переходить от точки отсчета, сосре-

доточенной в наблюдателе, к пространству с постоянно меняющейся точкой отсчета С.Л. Ру-

бинштейн назвал «стержнем общего понимания пространства». [7, с. 138-139]. 

С точки зрения Ж. Пиаже [6], П.Я. Гальперина [2], Б.Д. Эльконина [11], Э.В. Ильенкова 

[4] идеальные действия интериоризируются от предметных. Трансформация материального 

действия в идеальное связывается с символизацией самой формы действия. Материальный 

предмет оказывается идеализированным, если индивид способен активно воссоздавать его, 

опираясь на предметно-символьные системы. В качестве условия существования идеального 

как деятельностной способности человек выделяет превращение формы деятельности в осо-

бый предмет, который он может некоторым образом преобразовывать, изменять в соответ-

ствии с требованиями деятельности; при этом идеальное как таковое может быть передано от 

человека к человеку не в «чистом» виде, как форма деятельности, но только при активных 

действиях осваивающего с предметом и продуктом деятельности.  
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Второй блок (предпонятие - образ-концепт). Предполагается процесс денатурализа-

ции, обеспечиваемый закономерностями осознания, осмысления и обобщения. Поскольку 

геометрические понятия не являются результатами эмпирического обобщения, то опериро-

вание ими не есть производное от предметных действий. Необходимы операции другого ти-

па – не сводящиеся к действию «с вещами».  Предполагается визуально-

пространственный способ кодирования информации – использование образов, передача в 

виде образов существенных признаков математических объектов, оперирование мысленным 

образом, развитие образа в процессе рассуждения, ориентация в пространстве, самостоя-

тельное конструирование обучающимися моделей математических объектов и т.д. Роль сло-

ва в становлении мыслительной деятельности решающая, но в формировании понятийного 

мышления превращение слова в действительный регулятор процесса усвоения информации 

предполагает представление предметных действий и зрительных впечатлений в наглядно-

обобщенной форме. Образ – это не просто приложение к теоретической мысли, это необхо-

димая составная часть понятийного мышления. Необходимо формировать умение ученика 

мобилизовать образное мышление при изучении математического материала, что облегчает 

его понимание (осознание, осмысление, обобщение) и усвоение (запоминание, профилактику 

забывания). В качестве основы операционального способа восприятия геометрических поня-

тий взята структура «пространственный компонент (перцепт + оперирование образом + 

ориентация в пространстве) – логический компонент – понятие». 

Третий блок (вербально-логический уровень): понятие + система понятий.  

Предполагается формирование геометрических понятий как теоретических. Выделяют-

ся этапы: 

Категоризация – введения понятия: ознакомление учащихся с новым математическим 

объектом. Этап начинается с обозначения усваиваемого понятия (знаково-символического и 

визуально-образного). Предполагается словесно-символический способ кодирования – пере-

вод информации с родного языка на математический и обратно. Школьники учатся кодиро-

вать информацию с помощью формулы, «всматриваться» в математическую символику.  

Затем постепенно увеличивается степень обобщенности содержания понятия, учащиеся 

ориентируются на выделение частных и общих, существенных и несущественных признаков 

понятия. Заканчивается этап категоризации определением.  

Обогащение – раскрытие структуры понятия (изучение теории понятия). В процессе 

изучения теории формируются понятия «свойство» и «признак» понятия; формируется уме-

ние высказывать гипотезы относительно свойств и признаков и проверять их. 

Перенос – использование понятия в различных ситуациях. Формируется умение при-

менять свойства и признаки понятия в учебно-познавательной деятельности. Термины 

«свойство» и «признак» используются не только в математике, но и в биологии, химии и 

других учебных предметах. Необходимо вести целенаправленную работу по уточнению 

смысла этих терминов в каждом случае. Например, после изучения теоремы «В равнобед-

ренном треугольнике углы при основании равны» можно провести следующую беседу, спо-

собствующую формированию понятия «свойство». 

- О какой фигуре говорится в теореме? 

- Что именно говорится о равнобедренном треугольнике? 

- Может ли быть треугольник равнобедренным, если у него не равны углы при основа-

нии?  

- Следовательно, равенство двух углов является свойством равнобедренного треуголь-

ника? 

- Какими еще свойствами обладает равнобедренный треугольник? 

При формировании понятия «признак» можно поставить следующие вопросы. 

- По каким признакам можно распознать равнобедренный треугольник? 
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- Можно ли равенство двух углов считать признаком понятия «равнобедренный тре-

угольник»? 

Какие признаки этого понятия вы еще знаете? Будут ли они также свойствами? 

Свертывание – включение понятия в систему других понятий – происходит при изу-

чении последующего материала. Необходимо выделить понятие, в которое данное понятие 

включается как максимальная подсистема, т.е. которое для данного является ближайшим ро-

дом, и понятие, для которого данное является ближайшим родом. При этом выделяется до-

статочный и необходимый наборы существенных свойств геометрического понятия и фор-

мулируется дефиниция. Здесь необходимо двигаться от дефиниции к «макетированию» со-

держание понятия при помощи предметных действий с чертежом. 

Процесс образования понятий завершается этапом свертывания. Субъективный образ 

содержания понятия, развернутый на предыдущих этапах, на этом этапе представляется в 

сжатой, концентрированной форме. Предполагается интериоризация имеющихся сведений о 

понятии и трансформация их в обобщенную единицу знания. Особое место этому этапу от-

водится на уроках обобщения и систематизации знаний.  

Четвертый блок (эмоционально-оценочный уровень): ценностное отношение. На 

данном этапе в русле социокультурно-ориентированного подхода на первый план выступает 

ценностно-ориентированное обучение, представляющее так называемую контекстную об-

ласть математического знания и реализующее идею гуманистического подхода к математи-

ческому образованию, выводящего на первый план становление «Я» ученика. Характеристи-

ческая особенность ценностно-ориентированного обучения – любое понятие рассматривает-

ся в контексте его отношения к человеку, его нормам, идеалам и целям. Обучение рассмат-

ривается как коммуникация-трансляция системы культурных ценностей, носители которых – 

математические понятия и методы, а формы усвоения ценностей – математические знания, 

умения, навыки. При этом создается эффект «личного присутствия» обучающегося благода-

ря наполнению содержательного материала сведениями об отношении человека к опреде-

ленном фактам, явлениям, действиям, умозаключениям. Исторический дискурс позволяет 

школьникам оценить роль математики в общечеловеческой культуре, в формировании миро-

воззрения, в решении прикладных проблем, проследить генезис математических идей, взгля-

дов, открытий, драматургию жизни ученых-математиков. Ценностные (оценочные) знания 

выражаются в виде оценочных суждений с использованием таких слов, как «важный (беспо-

лезный)», «рациональный (нерациональный)», «изящный (громоздкий)», «любопытный (не-

интересный» и т.п. Например: «Я знаю, какое важное значение имело доказательство незави-

симости пятого постулата Евклида для развития науки». Предполагается сенсорно-

эмоциональный способ кодирования информации, формирующийся благодаря вопросам, 

подводящим учащихся к эмоциональным оценкам предметного материала, созданию вирту-

альных ситуаций, в которых ученик может использовать метафоры, воображение и фанта-

зию. Другими словами, когда человек нечто понимает, то он это словесно определяет, мыс-

ленно видит, связывает с предметными действиями и переживает.  

Как уже отмечалось, учебно-познавательная деятельность в рамках формирования 

определенного понятия рассматривается как отдельный цикл освоения субъектом-

обучающимся ценностного отношения, включающий последовательно сменяющие друг дру-

га этапы деятельности3. Причем на каждой фазе этого цикла формируется ценностное отно-

шение, как «принятие или отклонение объекта». Однако оно становится культурной ценно-

стью, только пройдя все фазы цикла. При завершении последней фазы отдельный цикл обу-

чения заканчивается, ориентируя тем самым обучающегося на приобретение нового кон-

                                                           
3 Ценностная ориентация, побуждение, коммуникация, адаптация, продуцирование. 
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кретного опыта, а затем весь цикл повторяется уже на другом содержательном материале и 

т.д.  

Таким образом, можно выделить следующие этапы деятельности по освоению под-

ростками геометрических понятий.  

1. Формирование внутренней мотивации.  

2. Уровень представлений. 

3. Вербально-логический уровень.  

4. Эмоционально-оценочный уровень.  
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author analyzes the connections between mastering geometric concepts in the process of learn-
ing-learning and the process of development of geometric knowledge, directly related to it. The 
methods of mental reproduction of geometric objects that lie in the plane of the concept's con-
tent and ways of describing geometric objects lying in the plane of the sign form are singled out. 
As units of an integral thought process, following GP. Shchedrovitsky, it is proposed to consider 
holistic operations, which include real operations (objective-content) and formal operations. In 
this case, real operations are viewed as cognitive, starting directly from the object, representing 
actions with the object and capable of allocating some content in the object. Formal operations 
are represented as starting with ready knowledge, with language expressions that fix the "connec-
tion of knowledge", allowing to move from one property of the object to another, but not related 
to the discretion of the new content in the object, that is, as operations that play the role of cog-
nitive ones. 

Keywords: level of representations; the conceptual level of mastering knowledge; geometric ob-
jects; geometric concepts; theoretical objects; empirical ideal objects. 
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Аннотация. В статье актуализируется проблема разработки и внедрения в учебный про-
цесс практико-ориентированных математических задач с правовым содержанием, ориен-
тированных на эффективное формирование общекультурной и профессиональной ком-
петентности будущих специалистов юридического профиля. В основной части работы 
рассматривается вопрос о необходимости обучения студентов юридических направлений 
подготовки математическим методам. Обосновано, что эффективным условием формиро-
вания общекультурных и профессиональных компетенций является создание интегратив-
ной профессионально-развивающей среды обучения в контексте диалога математической, 
гуманитарной и информационной культур. Решение обозначенных проблем в рамках тра-
диционного обучения в вузе обеспечивается посредством включения в учебный процесс 
текстовых математических задач с правовым содержанием, поскольку специфика матема-
тики такова, что основным видом учебной деятельности студентов на занятиях по матема-
тике является решение задач. Введено понятие практико-ориентированных математиче-
ских задач, выделены их основные функции. В заключение проиллюстрирован пример 
решения методом математического моделирования научно-исследовательской проблемы в 
юридической науке. Интерпретация математического решения практико-
ориентированной задачи следующая: варьируя правовое поле посредством математиче-
ской модели, учитывающей состояние экономики, возможно добиться беспрецедентной 
эффективности, недоступной при статичном подходе к формированию законодательной 
базы. Правильная постановка практико-ориентированных задач и их решение с привлече-
нием гуманитарных средств анализа и математических методов прогнозирования могут 
быть использованы для повышения показателя сформированности общекультурной и 
профессиональной компетентности, успешного профессионального становления лично-
сти специалиста. 

Ключевые слова: компетентностный подход, практико-ориентированные и профессио-
нальные задачи, математическое моделирование правовых процессов, синергия знаний. 

В современном обществе с каждым годом возрастают требования к интеллектуальному 

и профессиональному развитию выпускников вузов, социальной мобильности, уровню их 

личностного развития. Поэтому уровень высшего образования должен соответствовать по-

требностям общества и обеспечивать его дальнейшее совершенствование. Федеральным За-

                                                           
4 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, проект № 16-18-10304 
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коном «Об образовании в Российской Федерации», Федеральными государственными обра-

зовательными стандартами высшего образования (ФГОС ВО) компетентностный подход 

определяется в качестве практической составляющей стратегии модернизации высшего об-

разования. Компетентностный подход задает цель образования в терминах ожидаемого ре-

зультата, в качестве которого выступает понятие «компетенция/компетентность». Компе-

тентность обеспечивает как уровень владения технологиями профессиональной деятельно-

сти, так и наличие соответствующих этой деятельности качеств личности ― способности 

принятия решений, творческого подхода к делу, способности к саморазвитию и самосовер-

шенствованию, гибкости теоретического и профессионального мышления и др. [1]. Таким 

образом, компетентностная модель выпускника вуза ориентирована на формирование как 

общекультурных, так и профессиональных компетенций, позволяющих успешно решать 

профессиональные задачи, выстраивать и реализовывать перспективные линии интеллекту-

ального, культурного, нравственного и профессионального саморазвития и самосовершен-

ствования, быть конкурентоспособным специалистом.  

Важную роль в формировании широкого спектра компетенций отводится математиче-

скому образованию по всем направлениям подготовки, включая гуманитарные. Применение 

математических методов как эффективного инструментария анализа, оценки, прогнозирова-

ния общественных процессов и явлений имеет большой научно-практический потенциал. 

Широкая практика применения математических методов в экономике, психологии, социоло-

гии постепенно распространяется и на конструкты правовых явлений и процессов. Сегодня 

математические методы успешно применяются во многих отраслях права. Например, в пра-

вовой доктрине они выступают средством познания государственно-правовых явлений и 

процессов, в криминалистике математические методы легли в основу перспективной крими-

налистической методики географического профилирования, в сфере страхового права и со-

циального обеспечения занимают важное место при оценке рисков, расчете тарифных ставок 

и т. д. Количественный анализ позволяет обеспечить наглядность, точность, достоверность и 

полноту исследуемых явлений [4]. Это определяет особую роль математической подготовки 

будущего юриста в системе подготовки в высшей школе. Следует заключить, что математи-

ческая подготовка ― необходимая составляющая общекультурной концепции правоведов, 

заключающаяся в способности использовать основы экономических и математических зна-

ний при решении профессиональных задач [6]. 

Более того, математическое знание ― важная составляющая профессиональной подго-

товки будущих юристов. Математика необходима для формирования строго последователь-

ного, обоснованного, объективного мышления юриста. В юриспруденции, как и в математи-

ке, применяются одни и те же методы рассуждений, основной целью которых является уста-

новление истины, принятия справедливого решения. Любой правовед, как и математик, дол-

жен уметь логически рассуждать, применять на практике индуктивный и дедуктивный мето-

ды. Поэтому, занимаясь математикой, будущий юрист формирует и развивает свое профес-

сиональное мышление и правовую культуру. Поэтому новый проект ФГОС ВО предусмат-

ривает формирование общепрофессиональных (ОПК-5; ОПК-6) и профессиональных (ПК-2) 

компетенций [6].  

Эффективным условием формирования общекультурных и профессиональных компе-

тенций является создание интегративной профессионально-развивающей среды обучения в 

контексте диалога математической, гуманитарной и информационной культур [2]. Реализа-

ция данного условия на содержательном уровне, согласно концепции фундирования Е.И. 

Смирнова [9], приводит к необходимости проектирования в процессе обучения поэтапного 

развертывания интегративных конструктов знания и образцов деятельности в форме спира-

лей или кластеров фундирования базовых учебных элементов в соответствии с наличным 

состоянием опыта и развития высших психических функций обучаемого. Эффективным 
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средством для поэтапного углубления и расширения знаний в направлении профессионали-

зации являются практико-ориентированные задачи. 

Следует заметить, что в методической литературе их называют по-разному: практико-

ориентированные, профессионально-направленные, прикладные задачи и др. Существует 

множество трактовок понятия такой задачи, но все они сводятся к следующему. Это некото-

рая абстрактная модель реальной проблемной ситуации прикладного характера в профессио-

нальной сфере деятельности, сформулированная в вербальной, знаковой или образно-

графической форме и решаемая математическими средствами [8]. Поскольку для студентов 

юридических направлений подготовки математика не является профилирующей дисципли-

ной, мы будем называть их практико-ориентированными математическими задачами. Нами 

практико-ориентированная математическая задача понимается как задача, условие которой 

определяют модель некоторой проблемной ситуации, возникающей в профессиональной 

сфере деятельности юриста, и ее исследование осуществляется средствами математического 

аппарата, способствуя формированию общекультурной и профессиональной компетентности 

будущего специалиста. 

Можно выделить следующие дидактические функции практико-ориентированных ма-

тематических задач: развитие познавательной и профессиональной мотивации; интеллекту-

альное и творческое развитие; становление профессионального правового мышления и куль-

туры; выявление и актуализация механизмов синергии и интеграции математических, гума-

нитарных и информационных знаний; совершенствование навыков самоконтроля и самораз-

вития; эффективная саморегуляция личностных черт обучающегося; развитие исследова-

тельской деятельности. 

Разрабатываемый нами банк включает задачи количественного анализа правовых явле-

ний, оценки статистической зависимости между величинами юридической статистики, ис-

следования количественных характеристик изменения институциональной среды, так и зада-

чи с применением метода математического моделирования социально-правовых процессов, в 

частности, регулирования правотворческого процесса на примере планирования государ-

ственных закупок. Система практико-ориентированных задач, распределенных по четырем 

уровням сложности, была представлены в наших работах для инженерных направлений под-

готовки [3]. В данной статье проиллюстрируем приложение математики для решения задачи 

четвертого уровня ― научно-исследовательской проблемы в юриспруденции, решение ко-

торой методом математического моделирования осуществляется по трехэтапной схеме.  

Задача. Установить возможность оперативного изменения содержания нормативной 

базы в зависимости от изменения социально-экономической ситуации к вопросам составле-

ния проекта бюджета, в частности, к системе планирования государственных закупок (ФЗ 

№44). Исследовать вопросы взаимосвязи динамики изменений экономически значимых фак-

торов с динамикой детерминированных ими изменений правовой системы на примере Ли-

пецкой области.   
Этап. 1. Построение математической модели (фаза математизации) 

В качестве индикатора введем сводный индекс социально-экономического положения, 

связанный с социально-экономической ситуацией, и, согласно расчетным параметрам, будет 

варьировать смягчение или ужесточение законодательства о контрактной системе путем ак-

тивизации или исключения ряда поправок. В качестве такого фактора А условно примем ин-

декс ММВБ, в состав которого входят наиболее торгуемые акции российских предприятий, 

допущенные к обращению на фондовой бирже ММВБ. Период изменения данного индекса 

рассматриваем на промежутке с 2008 по 2016 гг.  

Установим ключевые параметры микроэкономического состояния, зависящие от изме-

нения данного индекса: y1 ― эффективность выполнения государственных заданий, %; y2 ― 

отношение количества текущих административных дел (судебных процессов) к предыдуще-
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му году, %; y3 ― показатель изменения количества работников предприятия к предыдущему 

году, %; y4 ― показатель изменения величины оборотных средств предприятия к предыду-

щему году, %; y5 ― степень платежеспособности предприятия (отношение величины деби-

торской к кредиторской задолженности), %; y6 ―показатель изменения задолженности по 

налогам, %.; y7 ― показатель изменения задолженности по зарплате к предыдущему году, %. 

В качестве математического метода для составления модели применяем однофактор-

ный дисперсионный анализ. Модель однофакторного дисперсионного анализа представляет-

ся следующим выражением:
 ijiijy   , где yij ― отклик, полученный на j-том уровне 

фактора А в i-ой повторности (i=1,2,…,n, j=1,   ,k);  ― общее среднее, отражающее общий 

уровень всех данных (т.е. среднее из j средних значений по столбцам); j ― эффект j-того 

уровня фактора А,   ji a ; ij ― случайная ошибка в i-ом наблюдении на j-ом уровне. 

Методом наименьших квадратов получаем оценки значений параметров. Для однофак-

торной модели эти оценки равны: x̂ , xx jj ̂ , 
jijij xx ̂ , где общее среднее всего 

эксперимента 
 


k

j

n

i

ijx
nk

x
1 1

1
, среднее для j-того уровня фактора А 




n

i

ijj xx
1

. 

Нулевая гипотеза H0 состоит в том, что а1=а2=…=аа. Если H0 отклоняется, то уровни 

фактора А различаются, и фактор А оказывает значимое влияния на Y. 

Проверка гипотезы Н0. В дисперсионном анализе с учетом предположения, что ошибки 

наблюдений ij независимы и распределены по нормальному закону с одной и той же дис-

персией, отношение средних квадратов MSА/MSош имеет F-распределение. Выбрав уровень 

значимости α, определяется критическое значение Fкр со степенями свободы 1 и 2 и Fэмп= 

MSА/MSош. Если Fэмп<Fкр, то гипотеза Н0 не противоречит экспериментальным данным 

(а1=а2=…=аk), т. е. данные эксперимента не подтверждают вопрос о возможном различии 

эффектов уровней. В противном случае Н0 отклоняется, что свидетельствует о существова-

нии различий в эффектах фактора. 

Этап 2. Расчеты в готовой математической модели (фаза дедукции) 

Эмпирической базой исследования служат данные, находящиеся в свободном доступе и 

размещенные на сайтах Единой информационной системы в сфере закупок, Федеральной 

налоговой службы, Федеральной антимонопольной службы, на основе которых формирова-

лась репрезентативная выборка, объемом 40 предприятий Липецкой области, относящихся к 

категории малого и среднего бизнеса. Полученные статистические сведения вносим в свод-

ную таблицу (табл. 1). 

Табл. 1. Эмпирические данные по предприятиям  

Микроэкономические 

параметры состояния 

предприятия, влия-

ющие на выполнение 

контракта  

Изменения показателя индекса ММВБ 

Снижение индекса 

2008-2009 

Стабильность индекса 

2010-2014 

Рост индекса 

2015-2016 

Y1 86,50 91,60 99,50 

Y2 75,72 102,72 128,75 

Y3 88,24 100,00 112,13 

Y4 58,47 99,78 141,07 

Y5 90,42 87,87 154,50 

Y6 125,02 102,89 85,82 

Y7 102,00 100,60 101,14 

Статистическую обработку данных проведем с использованием режима «Однофактор-

ный дисперсионный анализ» ТП Exсel. Как следует из таблицы (табл. 2), эмпирическое зна-

чение F-критерия (Fэмп=4,05) принадлежит критической области (3,55; +∞), что дает основа-



 
CONTINUUM. МАТЕМАТИКА. ИНФОРМАТИКА. ОБРАЗОВАНИЕ. 2017. №3 

 

81 

 

ние отклонить нулевую гипотезу с 95% вероятностью и принять альтернативу о значимых 

различиях в наблюдаемых эффектах фактора индекса ММВБ, характеризующего социально-

экономическое состояние территории. 

Таб. 2. Однофакторный дисперсионный анализ 

 

В случае установления значимого влияния фактора А на параметр Y, выявим статисти-

ческую связь при помощи построения матрицы парных коэффициентов корреляции. Все вы-

бранные параметры относятся к парным связям, соответственно матрицу можно использо-

вать для предварительного отбора параметров Y для внесения поправок в правовое поле. 

Расчёт матрицы выборочных парных коэффициентов корреляции осуществляется также в ТП 

Exсel с использованием режима «Корреляционный анализ» (табл. 3). 

Таб. 3. Матрица парных коэффициентов корреляции 

 

Отметим в матрице парных коэффициентов корреляции наиболее значимые (>0,7). К 

таким показателям относятся параметры Y1, Y2, Y3, Y4, Y6. Для установления надежности по-

лученных статистических показателей осуществлена проверка значимости выборочных ко-

эффициентов корреляции. Предположение о некоррелированности случайных параметров в 

генеральной совокупности следует признать необоснованным. 

Этап 3. Толкование результатов дедукции и расчетов (фаза интерпретации) 
Согласно проведенным математическим расчетам, нами были установлены наиболее 

значимые параметры, характеризующие состояние участников закупочных процедур. Вы-

движение одинаковых требований к участникам закупочных процедур экономически не эф-

фективно, если учитывать реальную динамику изменения выбранного нами фактора и свя-

занные с ним корреляции. В связи с полученными результатами необходима динамика изме-

нений требований, предъявляемых к участникам закупочных процедур и зафиксированных в 

ст. 31 ФЗ № 44. В наибольшей степени коррекции требуют следующие разделы ФЗ №44 в 
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зависимости от изменения социально-экономической ситуации: подп. 5 ч. 1 ст. 31; подп. 1 ч. 

2 ст. 31; подп. 2. ч. 2 ст. 31; подп. 3. ч. 2 ст. 31; подп. 4. ч. 2 ст. 31 [7]. 

Применения математических методов в праве связано с достижением синергетического 

эффекта. Желаемый итог — максимизация эффективности, будь то экономической или пра-

вовой. Посредством количественного учета ряда качественно-значимых параметров в ключе-

вые временные интервалы и интенсификации принципа обратной связи законодатель полу-

чит возможность осуществлять объективно обоснованный выбор конкретной наиболее эф-

фективной модели правового регулирования тех или иных общественных отношений. 

Для будущего юриста важно понимать роль и место математики, как части общечело-

веческой культуры, в жизни современного общества. Математика должна стать для обучаю-

щихся не только новым инструментом комплексного исследования юридических объектов, 

но и эффективным механизмом развития и саморазвития личности будущего профессионала, 

их ключевых и профессиональных компетенций, способствующих укреплению потенциала 

науки и различных сфер жизнедеятельности общества.   
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Abstract. The article actualizes the problem of development and introduction of practical-
oriented mathematical problems with legal content into the educational process, oriented to the 
effective formation of general cultural and professional competence of future specialists of a legal 
profile. In the main part of the paper, the question of the necessity of teaching of students in le-
gal fields of preparation for mathematical methods is being considered. It is substantiated that an 
effective condition for the formation of general cultural and professional competencies is the cre-
ation of an integrative vocational and developing learning environment in the context of a dia-
logue of the mathematical, humanitarian and information cultures. The solution of the indicated 
problems within the framework of traditional education in the university is ensured by including 
in the educational process textual mathematical problems with legal content because the specifics 
of mathematics is that the main type of educational activity of students in the classroom mathe-
matics is problem solving.  Introduced the concept of practice-oriented mathematical problems 
highlighted their main didactic function. In conclusion, an example of a solution of the scientific 
research problem in the legal science by mathematical modeling is illustrated.  Interpretation of 
the mathematical solution of the practice-oriented problem is the following: by varying the legal 
field through a mathematical model that takes into account the state of the economy, it is possi-
ble to achieve unprecedented efficiency that is inaccessible with a static approach to the for-
mation of a legislative framework. The correct formulation of practice-oriented tasks and their 
solution with the help of humanitarian analysis tools and mathematical prediction methods can 
be used to increase the indicator of the formation of general cultural and professional compe-
tence, the successful professional development of the personality of the specialist. 

Keywords: competence approach, practical-oriented and professional tasks, mathematical model-
ing of legal processes, synergy of knowledge. 
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Аннотация. Данная статья посвящена использованию информационных технологий в 
процессе обучения математике. В ней даны конкретные указания и рекомендации по при-
менению информационных технологий с целью реализации новых педагогических тех-
нологий. Рассматриваются особенности применения информационных технологий для 
реализации целей некоторых современных педагогических технологий. В технологии 
«Обучение в сотрудничестве» в большей степени может быть реализована организация 
обучения при групповой работе с использованием компьютера и других технических 
средств. При этом основную роль играют обучающие программы и компьютерные моде-
ли, виртуальные лабораторные работы, мультимедийные презентации, которые способ-
ствует созданию оптимальных условий для совместной работы пар или групп учащихся. 
Дифференцированный подход к обучению также может быть реализован с использовани-
ем современных информационных технологий и мультимедийных проектов. При форму-
лировке темы проекта учитель должен учитывать индивидуальные интересы и склонности 
учащегося, механизмы привлечения его к творческому учебному труду. При использова-
нии метода проектов полностью реализуется раскрытие материала в мультимедийных пре-
зентациях и других компьютерных проектах. Исследовательский метод обучения с приме-
нением компьютерных технологий обеспечивает самостоятельную творческую деятель-
ность обучаемых в процессе проведения научно-технических исследований в рамках 
определенной тематики. При использовании этого метода обучение является результатом 
активного исследования, открытия и игры, вследствие чего, как правило, бывает более 
приятным и успешным, чем при использовании других методов. При компетентностном 
подходе большое внимание должно уделяться развитию интеллектуальных возможностей 
учащихся, формированию у них современного стиля научного мышления.  

Ключевые слова: технология, информационная технология, технология обучения в со-
трудничестве, дифференцированный подход к обучению, обучающие программы, ком-
пьютерное тестирование, метод проектов, исследовательский метод.  
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Обучение математике – образно говоря это искусство, направленное вовсе не на весь 

класс одновременно, а на каждого ученика в отдельности, тогда как урок – как музыкальное 

произведение, которое рождается со звонком и закончится со звонком, пролетает для трид-

цати пар глаз одновременно, но в душе и в уме каждого школьника оставляет свой собствен-

ный след, рождает тропинку, по которой еще предстоит продираться через дебри и овраги к 

пониманию, к истине.  

Система уроков математики в школе призвана прежде всего для того, чтобы ученики 

совместно с учителем «творили» уроки, работали бы с полной отдачей сил. 

На уроках математики необходимо привлечь все новые и оригинальные формы, методы 

и подходы к изложению учебного материала, с целью увлечения учащихся предметом, по-

вышения эффективности освоения учебного материала, а современные информационные 

технологии позволяют учителю достичь более высокого уровня в обучении. 

В настоящее время, время вхождения в нашу жизнь информационных и коммуникаци-

онных технологий, просто необходимо применение новых технологий в обучении, ориенти-

рованных на развитие творческих способностей учащихся. В современном уроке компьютер 

играет большую роль, позволяя сделать сложную науку математику более доступной. 

Рассмотрим особенности применения информационных технологий для реализации це-

лей некоторых современных педагогических технологий. 

1.Технология обучения в сотрудничестве. В этой технологии в большей степени мо-

жет быть реализована организация обучения при групповой работе с использованием ком-

пьютера и других технических средств. При этом основную роль играют обучающие про-

граммы и компьютерные модели, виртуальные лабораторные работы, мультимедийные пре-

зентации, которые способствует созданию оптимальных условий для совместной работы пар 

или групп учащихся. Тогда участники процесса могут выполнять как однотипные задания, 

взаимно контролируя или заменяя друг друга, а также отдельные этапы совместной работы. 

Здесь важно отметить, что в процессе выполнения заданий в парах или группах не тре-

буется одинакового уровня владения техническими средствами, в процессе взаимодействия 

участников происходит и совершенствование практических навыков более “слабых” в этом 

отношении учащихся. 

Кроме того, общая заинтересованность рабочей группы в общем результате способ-

ствует качественному обучению учащихся в коллективе, а также овладению предметом про-

екта, глубокому изучению проблем эффективного использования вычислительной техники и 

соответствующих информационных технологий. 

Обучение в сотрудничестве с использованием информационных и коммуникационных 

технологий не требует непосредственного присутствия участников группы, позволяет прове-

сти работу дистанционно, с подачей учебных материалов и взаимным общением с помощью 

услуг Интернета. Все это помогает развивать их творческую деятельность на качественно 

новом уровне, а также привлекать к совместной учебной деятельности и тех, кто не имеет 

возможностей непосредственного участия в работе группы. 

2. Дифференцированный подход к обучению. Этот подход также может быть реали-

зован с использованием современных информационных технологий и мультимедийных про-

ектов. При формулировке темы проекта учитель должен учитывать индивидуальные интере-

сы и склонности учащегося, механизмы привлечения его к творческому учебному труду. При 

этом школьник будет иметь возможность реализовать свой творческий потенциал, самостоя-

тельность мышления, творчески подойти к выбору формы подачи материала, способа и по-

следовательности его изложения. На практике встречаются случаи, когда ученик, имеющий 

посредственные знания, самостоятельно и уверенно представлял на уроке самостоятельно 

подготовленный материал высокого уровня. Здесь ему помогло уверенное владение компью-
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тером, позволившее ему повысить свою самооценку, расширить кругозор и овладеть новыми 

для себя знаниями. 

Тестирование с помощью компьютера также гораздо более привлекательно для учени-

ка, нежели традиционная контрольная работа или тест. Во-первых, ученик не связан напря-

мую с учителем, он общается в первую очередь с машиной. Во-вторых, тесты также могут 

быть представлены в игровой форме. При неправильном ответе школьник может услышать 

смешной звук или увидеть неодобрительное покачивание головы какого-нибудь забавного 

героя. А если тест успешно пройден – ученику вручат виртуальный лавровый венок, в его 

честь зазвучат фанфары и в небе вспыхнет салют. Естественно, что такое тестирование не 

вызовет у ученика стресса или отрицательных эмоций. 

Компьютерное моделирование на уроках позволяет каждому ученику выполнять зада-

ние в удобном для него ритме, по-своему менять условия эксперимента, исследовать процесс 

независимо от других учащихся, в свою очередь это способствует формированию исследова-

тельских навыков, побуждает к творческому поиску закономерностей в изучаемом процессе 

или явлении. 

Обучающие программы предоставляют как учителю, так и ученику практически без-

граничные возможности, так как включают в себя хорошо организованную информацию. 

Множество иллюстраций, анимаций и видеофрагментов, гипертекстовое изложение матери-

ала, звуковое сопровождение, возможность проверки знаний в форме тестирования, про-

блемных вопросов и задач дают возможность ученику самостоятельно выбирать не только 

удобный темп и форму восприятия материала, но и позволяют расширить кругозор и углу-

бить свои знания.  

В чем преимущество использования обучающих программ при отработке умений и 

навыков? Каждый ученик работает в своем темпе, и только освоив одно задание, перейдёт к 

другому. Форма организации обучения представляет собой индивидуальную работу с варьи-

руемой степенью самостоятельности. При необходимости он может проверить ответ или 

прочитать теорию, посмотреть график или решение.  

Обучающие программы позволяют дать ученикам уникальную возможность самим, 

независимо от преподавателя, узнать новое понятие, подметить закономерность, повторить 

забытое, выдвинуть собственную гипотезу и т.д.  

Мультимедийные учебные пособия – это не только тематический сборник задач, хоро-

ший демонстрационный лекционный материал, который используется на уроках и во вне-

урочное время для объяснения, тренировки, закрепления и отработки ЗУН, но это и огром-

ный справочный материал по математике с большим объемом дополнительной информации. 

В результате работы с обучающими программами у школьников возрастает активиза-

ция мыслительной деятельности, повышается мотивация учебной деятельности, повышается 

качество усвоения знаний. 

В обучающих программах изначально реализована идея игры. Звуковое и графическое 

оформление большинства программ (интерфейс) позволяет ребенку воспринимать их как 

“игры”. Множество игровых ситуаций и заданий делают процесс обучения максимально 

увлекательным.  

3.Метод проектов. Этот метод полностью реализуется в мультимедийных презентаци-

ях и других компьютерных проектах. Как уже упоминалось выше, подобные проекты могут 

быть выполнены с помощью информационных технологий (здесь, кстати, неоценимую по-

мощь может предоставить Интернет). Быстрый доступ к разнообразной информации, ис-

пользование всех мультимедийных возможностей позволяют реализовать самые смелые и 

неожиданные идеи. Если же ученик владеет не только основными средствами работы с ин-

формацией, но и более сложными программами, то в этом случае возможно создание поис-

тине уникальных проектов. 
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Большие возможности для использования метода проектов предоставляет и компью-

терное моделирование. Здесь речь уже идет о том, что разработка компьютерной модели то-

го или иного процесса или явления уже сама по себе является видом проективной деятельно-

сти. Если учащийся владеет приемами программирования, то в этом случае он имеет воз-

можность глубоко проникнуть не только в самую суть явления, но и в его математическую 

модель, которую затем необходимо воплотить в зрительный образ.  

Работа над проектом побуждает ученика не только к глубокому изучения какой-либо 

темы курса, но и к освоению новых программ и программных продуктов, использованию но-

вейших информационных и коммуникационных технологий. Несомненно, что здесь решают-

ся многие задачи личностно ориентированного обучения. 

 4. Исследовательский метод обучения с применением компьютерных технологий 

обеспечивает самостоятельную творческую деятельность обучаемых в процессе проведе-

ния научно-технических исследований в рамках определенной тематики. При использова-

нии этого метода обучение является результатом активного исследования, открытия и иг-

ры, вследствие чего, как правило, бывает более приятным и успешным, чем при использо-

вании других методов. Исследовательский метод обучения предполагает изучение методов 

объектов и ситуаций в процессе воздействия на них. Для достижения успеха необходимо 

наличие среды, реагирующей на воздействия. В этом плане незаменимым средством явля-

ется моделирование, т. е. имитационное представление реального объекта, ситуации или 

среды в динамике. 

Моделирование является одним из способов познания окружающей действительности. 

Процесс моделирования является средством формирования у учащихся математической 

культуры, способствует реализации различных форм представления знаний. 

Например, при изучении темы «Функции, свойства и графики» при отработке свойств 

графиков можно провести исследовательскую практическую работу. С помощью программы 

MS EXCEL учащиеся строят графики и описывают их свойства. Например: «Постройте гра-

фик функции и прочитайте его у= (х2 – 9)/(х2 + 5)». Ученик составляет программу и по гра-

фику, который он видит на экране монитора, записывает свойства функции в тетрадь. 

Примеры творческих заданий:  

1.Тема «Многогранники». Собрать информацию о правильных многогранниках и со-

ставить мультимедийную презентацию. Созданная презентация – это творческая работа, в 

которой сочетается текстовая информация и графические изображения. Для создания пре-

зентации были использованы программы PowerPoint, CorelDraw. 

2.Тема «Простые и составные числа». Составить презентацию о различных системах 

счисления, истории их возникновения, применение. Создать свою систему счисления, при-

думать несколько интересных заданий.  

3.Тема «Методы решения квадратных уравнений». Составить презентацию, в которой 

описать различные методы решения квадратных уравнений.  

5. Компетентностный подход. С внедрением этого подхода в учебный процесс боль-

шое внимание должно уделяться развитию интеллектуальных возможностей учащихся, фор-

мированию у них современного стиля научного мышления. Обеспечить положительную ди-

намику интеллектуального развития обучаемых в полной мере может когнитивная техноло-

гия обучения, которая ориентируется на развитие умственных способностей человека, его 

воображения и ассоциативного мышления. 

Когнитивное развитие – это развитие мышления и организующих систем мозга, таких 

как восприятие, память, язык, аргументация, навыки решения проблем, формирование поня-

тий, воображение и логика. 

Внедрение компьютерных технологий в обучение математике разрешает проблему ак-

тивного и пассивного «математического видения», позволяет сочетать наглядные, практиче-



 
CONTINUUM. МАТЕМАТИКА. ИНФОРМАТИКА. ОБРАЗОВАНИЕ. 2017. №3 

 

89 

 

ские и словесно-логические методы. Одним из достоинств когнитивно-визуального подхода 

является то, что он учитывает индивидуальные особенности учащихся и, в частности, осо-

бенности работы левого и правого полушарий головного мозга. Сегодня вопрос о функцио-

нальной асимметрии полушарий головного мозга и особенно учёт этой асимметрии в прак-

тике обучения математике становится ещё более актуальным. 

При использования когнитивного подхода в обучении математике необходимо пра-

вильно построить процесс обучения, учителя всегда должны помнить, что человеческое 

мышление изначально двустороннее: логическая и эмоционально-образная стороны суще-

ствуют как равноправные части. Психологи утверждают: для того, чтобы системность рабо-

ты двух полушарий человеческого мозга была обеспечена, т.е. чтобы мы имели всесторонне 

развитую личность, нужен баланс между знаково-цифровой (математика, физика и т.п.) и об-

разной (литература, музыка, живопись и т.п.) информацией. Поэтому в процессе обучения 

математике целесообразно вносить стихи в правила (возможно, для многих учеников — это 

лучший способ их запоминать), давать задачи и упражнения в стихах, создавать проблемную 

ситуацию на уроке. Все это позволяет повышению интереса, познавательной активности 

учащихся к предмету и к процессу учебной деятельности. 

Кроме того, хорошие результаты дают использования методик, применяемых в когни-

тивной технологии, таких как установление сходства, поиск закономерности, установление 

аналогии, «вставьте нужное слово», задания с применением кругов Эйлера, работа над 

ошибками, умение увидеть ошибку, указать её причины и исправить, задания на преодоле-

ние инертности мышления, задания на перекодирование информации, умение трансформи-

ровать информацию, заданную в одной форме, в другие возможные формы представления 

(графическую, вербальную, образную, символьную, знаковую). 

Такие методики позволяют школьникам быть успешными в учебе. Комфортная психо-

логическая атмосфера на уроке создаётся при помощи посильных заданий, доступного для 

каждого участника изложения материала и индивидуального подхода. Обучение школьников 

с учётом уровня развития всех структурных компонентов их интеллекта делает этот процесс 

личностно-ориентированным, а поэтому эффективным. Учащиеся становятся более успеш-

ными, толерантными, ответственными, склонными к сотрудничеству и совместной деятель-

ности. Школьники с удовольствием вовлекаются в дополнительную деятельность по предме-

ту, к участию в разных конкурсах, проектах и занятиях в кружках. 
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Summary. This article is devoted to the use of information technology in the process of teaching 
mathematics and gives specific guidance and recommendations on the use of information tech-
nology for the implementation of new pedagogical technologies. Consider the specifics of the use 
of information technology for the implementation of the goals of some modern pedagogical 
technologies. In the technology of learning in cooperation, the organization of training in group 
work using computers and other technical means can be realized to a greater extent. In this case, 
the main role is played by training programs and computer models, virtual laboratory work, mul-
timedia presentations, which contributes to creating optimal conditions for joint work of pairs or 
groups of students. With a differentiated approach to learning, it can also be implemented using 
modern information technologies and multimedia projects. When formulating the theme of the 
project, the teacher must take into account the individual interests and inclinations of the student, 
the mechanism to attract him to creative educational work. When using the project method, ma-
terial disclosure in multimedia presentations and other computer projects is fully realized. The re-
search method of teaching with the use of computer technologies provides independent creative 
activity of trainees in the process of carrying out scientific and technical research within a certain 
topic. Using this method, training is the result of active research, discovery and play, which is 
why, as a rule, it is more pleasant and successful than using other methods. With a competent ap-
proach, much attention should be paid to the development of intellectual abilities of students, the 
formation of a modern style of scientific thinking. 

Keywords: technology, information technology, technology of training in cooperation, differen-
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Аннотация. В статье на основе практического опыта обучения бакалавров направления 
«Педагогическое образование» раскрываются специфические особенности организации 
учебного процесса с использованием метода проектов в модульной объектно-
ориентированной динамической учебной среде Moodle. Эффективность использования 
среды Moodle при дистанционной работе над проектами обуславливается ее возможно-
стью обеспечивать организацию и контроль различных видов как самостоятельной, так и 
коллективной деятельности обучающихся, форм обратной связи и взаимодействия участ-
ников проекта. В работе демонстрируются различные варианты реализации этапа плани-
рования учебного проекта, этапа организации проектной деятельности обучающихся, эта-
па непосредственного выполнения проектных заданий и организации их оценивания с 
помощью инструментов и ресурсов Moodle. Приводятся различные варианты применения 
инструментов и ресурсов в зависимости от целей и задач использования и алгоритмы, ко-
торые позволят педагогам обеспечить управление как аудиторной, так и внеаудиторной 
самостоятельной работой студентов. 

Ключевые слова: интерактивный метод, профессионально ориентированное обучение, 
система управления обучением moodle, метод проектов 

 

Инновационные процессы, протекающие в современном образовании, характеризуются 

смещением фокуса учебной деятельности от преподавателя к обучающимся за счет активи-

зации их учебно-познавательной деятельности в результате усиления роли самостоятельной 

работы студентов. В настоящее время одним из требований к условиям реализации основных 

профессиональных образовательных программ бакалавриата, определяемых Федеральными 

государственными образовательными стандартами высшего образования, является использо-

вание в учебном процессе активных и интерактивных форм проведения занятий в сочетании 

с внеаудиторной работой студентов [2].  

На наш взгляд, при обучении бакалавров направления «Педагогическое образование» 

эффективными в этом случае будут такие активные и интерактивные методы, как метод про-

ектов, кейс-метод и т.д., способные при должном уровне организации стать одним из наибо-

лее оптимальных средств формирования обозначенных во ФГОС ВО [1] профессиональных 

и общекультурных компетенций студентов. 

В статье рассмотрен опыт использования информационных технологий как основы для 

организации учебных проектов и реализации всех этапов проектной деятельности обучаю-

щихся. В контексте применения метода проектов использование информационных техноло-

гий дает возможность реализовать схемы дистанционного взаимодействия между студентом 
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и преподавателем, позволяющие контролировать как аудиторную, так и внеаудиторную са-

мостоятельную работу студентов. Большие возможности для этого предоставляет система 

дистанционного обучения (СДО), позволяющая спланировать процесс проектной работы, 

обеспечить обучающихся необходимыми информационными и методическими материалами, 

а также осуществить мониторинг и оценку учебной деятельности [5].  

Опыт использования СДО в процессе подготовки бакалавров показал, что в данном 

случае оптимальнее реализовывать краткосрочные проекты продолжительностью 1-3 месяца, 

либо среднесрочные – от 3 месяцев до 1 года. В литературе, раскрывающей особенности реа-

лизации проектной деятельности обучающихся, можно встретить различные подходы к де-

лению такой деятельности на отдельные этапы. Но, вне зависимости от применяемых авто-

рами названий этапов и их количества, общая направленность и содержание проектной дея-

тельности остаются практически неизменными. Так, в содержание первоначального этапа 

работы над проектом, который условно можно назвать «Планирование», должно входить де-

ление на команды, определение темы проекта, определение и обсуждение возможных про-

блемных вопросов проекта, распределение деятельности между участниками проекта, опре-

деление этапов такой деятельности и сроков реализации каждого из них.  

Второй этап, с условным названием «Сбор данных», предполагает обсуждение участ-

никами проекта методов исследования, поиск и сбор необходимой информации. На третьем 

этапе осуществляется непосредственно «Выполнение проекта» – анализ собранной инфор-

мации, выполнение (при необходимости) самостоятельных исследований, обсуждение полу-

чаемых результатов, оформление конечных результатов проекта. И на последнем, заключи-

тельном этапе, происходит защита проекта, подводятся итоги проектной деятельности, осу-

ществляется внутренний (самооценка выполненной работы участниками проекта) и внешний 

(со стороны других студентов и преподавателя) анализ и оценка результатов проекта. 

Анализ элементов и ресурсов СДО Moodle, а также опыт организации самостоятельной 

проектной деятельности студентов в среде дистанционного обучения Moodle, на базе кото-

рой построена часть электронной информационно-образовательной среды ГБОУ ВО СГПИ 

[3], позволил определить инструменты, позволяющие эффективно решать задачи каждого их 

рассмотренных этапов. 

Так, на этапе планирования проекта можно действовать двумя способами. В первом 

случае сначала определяются возможные темы проектных работ, а затем происходит деление 

студентов на группы в зависимости от их интересов. При таком способе можно использовать 

элемент «Hot Question», позволяющий студентам самостоятельно предложить темы проек-

тов, а затем проголосовать за них, тем самым обозначая свой интерес к данной теме. Во вто-

ром случае сначала студентам необходимо разделиться на группы, что удобно сделать с по-

мощью элемента «Groupself-selection», имеющего гибкие настройки, позволяющие препода-

вателю предварительно ограничить количество создаваемых групп и число участников в них. 

После разделения на группы студенты могут выбрать и уточнить тему проекта с помощью 

элементов «Форум» или «Чат». Эти же элементы позволяют студентам вести обсуждение хо-

да проектной деятельности на протяжении всего проекта. 

Для самостоятельного определения студентами этапов своей работы можно использо-

вать такой элемент как «Checklist», который позволяет создать контрольный список необхо-

димых действий с указанием времени их выполнения. Этот же элемент на последнем этапе 

проектной работы послужит для осуществления самооценки участниками проекта, наглядно 

отражая выполненные и невыполненные элементы проектной деятельности. Помимо этого, 

преподаватель может организовать деятельность студентов, обозначив сроки их работы с 

помощью элемента «Календарь», закрепив в нем даты каждого вида работ. 

Поиск информации осуществляется участниками проекта вне системы дистанционного 

обучения, а сбор найденного материала можно организовать с помощью таких элементов как 
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«Studentfolder», по своей сути представляющего собой папку для сбора данных любого типа 

с возможностью принимать и отклонять получаемые материалы, и «LightboxGallery», позво-

ляющего создавать и редактировать галереи изображений, или элемента «Mediacollection», 

предоставляющего также возможности комментирования выкладываемых изображений. На 

этом же этапе студентами может быть создан глоссарий терминов, используемых в проекте 

(элемент «Глоссарий»), или набор связанных между собой веб-страниц – модуль Вики 

(Wiki). На третьем этапе студенты работают преимущественно индивидуально, выполняя 

собственные задания. Промежуточное обсуждение результатов целесообразнее осуществлять 

с помощью элемента «Форум». 

При организации проектной деятельности студентов необходимо предусмотреть воз-

можность индивидуальных консультаций с преподавателем. Инструментом для этого может 

стать элемент «Dialogue», при должной настройке которого можно обеспечить двусторонний 

диалог «Студент - Преподаватель». 

Несмотря на практически полную самостоятельную деятельность студентов в процессе 

выполнения проектов, преподавателю необходимо организовать работу студентов должным 

образом. Для этого можно использовать элемент «Задание» с настроенными в зависимости 

от выполняемой задачи шкалами оценки и сроками выполнения. В качестве типовых заданий 

можно предложить такие как «Лист планирования проекта», «Список информационных ис-

точников», «Результаты индивидуального исследования» и т.п. Это позволит как обеспечить 

подготовку студентами промежуточных результатов на каждом этапе проектной работы, так 

и даст возможность преподавателю оценить эти результаты и реализовать мониторинг про-

цесса обучения. 

Последний этап работы предполагает самооценку студентами проделанной работы, 

что, как мы уже отмечали, возможно организовать с помощью элемента «Checklist», а также 

с помощью созданной преподавателем анкеты с вопросами типа «Удалось ли вам в полной 

мере реализовать проект?», «Что вызвало наибольшие сложности на каждом из этапов про-

ектной работы?» и т.п. Такую анкету удобно подготовить с помощью элемента 

«Questionnaire», предоставляющего богатый выбор вариантов вопросов и гибкие настройки. 

Реализовать этап оценивания можно также с использованием элемента «Опрос». 

Оценивание результатов групповой работы другими студентами удобно проводить с 

использованием элемента «Семинар». Перед использованием этого элемента преподавателю 

необходимо задать критерии оценивания проекта и максимальное количество баллов отдель-

но за работу, отдельно за процедуру оценивания. Студенты смогут представить свою работу 

в виде файлов любого типа, а затем получить работу других участников для анализа и оцен-

ки. Распределение работ между оценщиками может быть задано преподавателем, а может 

осуществляться автоматически. Представляемые работы и рецензии при необходимости мо-

гут быть анонимными. Несмотря на достаточную простоту и удобство использования такого 

способа защиты проектов, при возможности представление проектных работ лучше прово-

дить в аудитории. Наполнение курсов (дистанционных проектов) теми или иными элемента-

ми и ресурсами осуществляется с учётом целесообразности их применения в зависимости 

как от преподаваемой дисциплины и ее целей, так и от тематики и типологии реализуемых 

проектов.  

При необходимости можно усилить мотивацию обучающихся и стимулировать их ра-

боту путем включения в работу над проектом элементов геймификации [4], реализовав в 

проекте систему поощрений и систему статистики достижений. 

Таким образом, используя инструменты СДО Moodle, преподаватель может задать чет-

кий алгоритм проектной деятельности студентов и обеспечить ее реализацию от этапа выбо-

ра темы проекта до его презентации и оценивания, автоматизировав многие рутинные опера-

ции. Вместе с тем следует учитывать, что перенос проектной деятельности в онлайн-среду 
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потребует от преподавателя тщательной подготовки и продумывания всех этапов деятельно-

сти студентов, а также знания особенностей работы СДО Moodle, возможностей и специфи-

ки настройки используемых инструментов этой системы. 
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the stage of organizing the project activity of the students, the stage of direct implementation of 
the project assignments and the organization of their evaluation using tools and resources Moo-
dle. Various options for the use of such tools and resources are presented, depending on the 
goals and objectives of the use, and algorithms that will allow teachers to manage both the class-
room and out-of-class independent work of students. 

Keywords: interactive method, professionally-oriented training, learning management system 
moodle, project-based training 
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Аннотация. В данной статье приводится пример достижения метапредметных результатов 
обучения математике и информатике в Астраханском колледже культуры и искусств. По-
дробно описан исследовательский проект по математике, выполненный с использованием 
информационных технологий студентами 1 курса специальности 51.02.03 «Библиотекове-
дение» (квалификация – библиотекарь, специалист по информационным ресурсам) по 
дисциплине «Алгебра, начала математического анализа, геометрия» на тему «Логарифми-
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бие по математике средствами HTML на тему «Логарифмическая функция» с помощью 
языка гипертекстовой разметки документов. Была подтверждена гипотеза исследования: 
использование электронного учебного пособия с использованием HTML способствует 
хорошей успеваемости студентов в процессе изучения раздела «Логарифмическая функ-
ция». 
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На уроках математики использование компьютеров позволяет обучающимся занимать-

ся исследовательской работой при решении задач. 

В данной статье приведу пример достижения метапредметных результатов обучения в 

рамках изучения дисциплин математики и информатики из опыта работы в Астраханском 

колледже культуры и искусств. 

Проектная работа студентов является одним из методов развивающего обучения, 

направленных на выработку самостоятельных исследовательских умений. Она способствует 

развитию творческих способностей и логического мышления, объединяет знания, получен-

ные в ходе учебного процесса, и приобщает к конкретным жизненно важным и профессио-

нальным проблемам [1]. 

Студентами 1 курса 2015-2016 года обучения специальности 51.02.03 «Библиотекове-

дение» (квалификация – библиотекарь, специалист по информационным ресурсам) Исалие-

вой Кариной, Платоновым Юрием, Григорьевой Екатериной по дисциплине «Алгебра, нача-

ла математического анализа, геометрия» была выбрана тема исследовательской работы «Ло-

гарифмическая функция». В результате данного проекта было создано электронное учебное 

пособие по математике средствами HTML. 

Актуальность исследования. Создание электронного учебного пособия на тему «Ло-

гарифмическая функция» в формате HTML – весьма новое явление в изучении темы, которое 

позволит лучше сформировать знания о логарифмической функции и применить их на прак-

тике. 

Цель исследования: создание электронного учебного пособия с помощью языка ги-

пертекстовой разметки документов HTML на тему «Логарифмическая функция». 

Объект исследования: разработка электронного учебного пособия с использованием 

HTML «Логарифмическая функция». 
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Предмет исследования: возможности HTML в создании электронного учебного посо-

бия «Логарифмическая функция». 

Для достижения поставленной цели необходимо выполнить ряд задач: 

1. Провести анализ литературы по выбранной теме исследования. 

2. Использовать возможности конструкции языка HTML в разработке электронного 

учебного пособия «Логарифмическая функция». 

Гипотеза исследования: использование электронного учебного пособия с 

использованием HTML способствует хорошей успеваемости студентов по изучению раздела 

«Логарифмическая функция». 

Объектом исследования выступают студенты 1 курса ГБПОУ АО «Астраханский кол-

ледж культуры и искусств» специальностей «Социально-культурная деятельность», «Биб-

лиотековедение» и «Инструментальное исполнительство». В опросе приняли участие 30 че-

ловек. 

Методологической основой исследования являются учебники по математике для 10-11 

классов авторов Ш.А.Алимова, Ю.М.Колягина, информатике для 10-11 классов авторов 

И.Г.Семакина, Е.К.Хеннер. 

Практическая значимость исследования: обоснована и экспериментально проверена 

взаимосвязь между использованием электронного учебного пособия на тему 

«Логарифмическая функция» и успеваемостью студентов Астраханского колледжа культуры 

и искусств. 

Рассмотрим подробнее практическую часть исследовательского проекта. 

Главная страница электронного учебного пособия на тему «Логарифмическая функ-

ция» содержит 6 гиперссылок (см. рис. 1): 

 Логарифмы; 

 Свойства логарифмов; 

 Десятичные и натуральные логарифмы; 

 Логарифмическая функция, её свойства и график; 

 Логарифмические уравнения; 

 Логарифмические неравенства. 

 

 
Рис.1. Главная страница 

 

При нажатии на гиперссылку «Логарифмы» открывается следующая страница (см. рис. 

2): 
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Рис.2. Логарифмы  

Внизу, под картинкой, находятся две ссылки: «На главную» и «Вперёд». 

При нажатии ссылки «На главную» происходит переход на главную страницу, при 

нажатии ссылки «Вперёд» – на следующую страницу (см. рис. 3): 

 
Рис.3. Логарифмы 

Внизу, под картинкой, находятся две ссылки: «На главную» и «Назад». 

При нажатии ссылки «На главную» происходит переход на главную страницу, при 

нажатии ссылки «Назад» – на предыдущую страницу. 

При нажатии гиперссылки на главной странице «Свойства логарифмов» открывается 

следующее окно (см. рис. 4): 

 

Рис.4. Свойства логарифмов 
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При нажатии гиперссылки «Вперёд» открывается страница «Примеры нахождения ло-

гарифмов» (см. рис. 5): 

 
Рис.5. Примеры решения логарифмов 

При нажатии на гиперссылку «Десятичные и натуральные логарифмы» на главной 

странице открывается следующая страница (см. рис. 6): 

 
Рис. 6. Десятичные логарифмы 

При нажатии на ссылку «Вперёд» открывается окно «Натуральные логарифмы» 

(см. рис. 7): 
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Рис. 7. «Натуральные логарифмы» 

При нажатии на гиперссылку «Логарифмическая функция, её свойства и график» на 

главной странице открывается окно (см. рис. 8). 

:  

Рис. 8. Логарифмическая функция, её свойства и график. 

При нажатии ссылки «Вперёд» откроется следующая страница (см. рис. 9): 

 
Рис. 9. Логарифмическая функция, её свойства и график 
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При нажатии на гиперссылку «Логарифмические уравнения» на главной странице от-

крывается страница (см. рис. 10): 

 

 
Рис. 10. Логарифмические уравнения 

При нажатии на ссылку «Вперёд» откроется следующая страница (см. рис. 11): 

 
Рис. 11. Логарифмические уравнения 

При нажатии на гиперссылку «Логарифмические неравенства» на главной странице от-

кроется следующее окно (см. рис. 12): 

 
Рис.12. Логарифмические неравенства 
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При нажатии на ссылку «Вперёд» откроется следующая страница (см. рис. 13): 

 
Рис. 13. Логарифмические неравенства 

Обучающимися в ходе исследования успеваемости по математике были проведены 

опросы среди студентов 1 курса ГБПОУ АО «Астраханский колледж культуры и искусств» 

специальностей «Социально-культурная деятельность», «Библиотековедение» и «Инстру-

ментальное исполнительство». Успеваемость по математике после проектной работы повы-

силась. 
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Аннотация. Статья посвящена некоторым аспектам стимулирования и мотивации учебной 
деятельности на уроках математики. Рассмотрены: отличительные факторы, свойственные 
учебной мотивации; виды мотивов; методы стимулирования и мотивации учебной деятельно-
сти. Также упоминаются возрастные отличия мотивов старшеклассников от школьников дру-
гого возраста. Как известно, человек формирует и проявляет себя в деятельности. Деятель-
ность – специфический вид активности человека, обращенный, в первую очередь, на изуче-
ние и изменение окружающей действительности, самого себя и условий своего существова-
ния. В процессе деятельности люди используют свои способности и создают объекты мате-
риальной и духовной культуры, при этом сохраняя и улучшая окружающую среду, форми-
руют общество и то, что не могло бы существовать без их активности. На протяжении всей 
своей жизни человек совершает огромное множество видов деятельности. Каждая деятель-
ность занимает в жизни разное положение, в определенные этапы одна из них бывает веду-
щей, доминирующей. Для школьника ведущей является учебная деятельность. 
Ключевые слова: учебная деятельность; стимулирование; мотивация; виды мотивов; методы 
стимулирования и мотивации учебной деятельности; адекватная и неадекватная самооценка 
старшеклассников. 

 

В настоящий момент времени изучение основ математики является весомым компонен-

том школьного образования, вследствие чего математика обладает существенным образова-

тельным, развивающим и воспитательным потенциалом. Достижение успеха при изучении 

данного учебного предмета обуславливается желанием обучающихся постигнуть основы 

науки. Итак, задача формирования положительных мотивов обучения становится в ряд глав-

ных в обучении математике, так как высокий уровень мотивации учебной деятельности на 

уроке, повышение интереса к учебному предмету – это первое обстоятельство, указывающее 

на эффективность урока.  

Учебная мотивация представляет собой частный вид мотивации, которая включена в 

учебную деятельность. Под мотивом учебной деятельности обычно понимаются все факто-

ры, определяющие проявление учебной активности (потребности, цели, установки, чувство 

долга, интересы и так далее).  

Существует несколько классификаций мотивов, но отдадим свое предпочтение вариан-

ту классификации мотивов по А. К. Марковой, характеризующей отношение к самой дея-

тельности [2]. 

По той же самой классификации внешние мотивы называют социальными мотивами, а 

внутренние – познавательными.  

Рассмотрим мотивацию учебной деятельности и поведения школьников в старших 

классах. Мотивом – базисом обучения старшеклассников – является подготовка к поступле-

нию в желаемое профессиональное учебное заявление. Именно поэтому половина старше-

классников уже имеет свой заранее выработанный профессиональный план, который вклю-

чает в себя как основное, так и запасное профессиональное предпочтение. Следовательно, 
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основной целью для выпускников старшей школы является получение знаний, что должно 

благотворно повлиять на прием в намеченные учебные учреждения.  

 

Схема 1. Классификация мотивов по А.К. Марковой 

 

 
 

Так, советский психолог Л. С. Выготский высказывался о том, что выбор профессии – 

это не только выбор профессии, а еще и выбор собственного жизненного пути, поиск своего 

места в обществе [1]. Хотя, выбор будущей профессии может носить и не осознанный харак-

тер (принятие решения за учащегося родителями, влияние на выбор случайно возникшего 

интереса или окружения). В таком случае этот выбор может быть не связанным с мотивацией 

обучения.  
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Схема 2. 

 
Мотивы обучения у старшеклассников существенно отличаются от таковых у подрост-

ков, это объясняется намечаемой профессиональной деятельностью выпускников. Так, под-

ростки делают выбор в сторону той профессии, которая соответствует интересующему их 

предмету. В то время как старшеклассники проявляют интерес к предметам, которые приго-

дятся в подготовке к выбранной профессии. По этому поводу Л. И. Божович говорила, что 

первые смотрят в будущее с позицией настоящего, а вторые – на настоящее с позицией бу-

дущего.   

В старших классах отметке придают значение критерия знания, в отличие от подрост-

ков, для которых получение хороших отметок лишь цель для завоевания определенного по-

ложения в своем классе. Роль побудителя для выпускников берет на себя стремление к полу-

чению знаний. Из этого можно сделать вывод о том, что роль отметки как цели обучения с 

определенным возрастом изменяется.  

Итак, чем старше школьники, тем больше уменьшается количество мотиваторов, кото-

рые выступают стимулами или основаниями их поведения. Возможно, это связано с влияни-

ем генерирующейся у них системой взглядов на окружающий мир, которая уже достаточно 

устойчивая в этом возрасте, возникают собственные мотиваторы (личностные диспозиции, 

особенности личности). Возникает некая потребность выработать свои идеи, некое стремле-

ние разобраться во всем самому.  

Стимулирование и мотивация учебной деятельности взаимно дополняют друг друга, их 

связь играет важную роль в вовлечении, стимулировании и сохранении интереса на уроке. 

Для получения положительного результата в данных процессах учитель пользуется метода-

ми стимулирования и мотивации обучения. Методами стимулирования и мотивации обуче-

ния обычно называют методы, устремленные на формирование и закрепление позитивного 

отношения к обучению. Выделяют две подгруппы таких методов: 

1. Методы стимулирования и мотивации интереса к обучению (формирование 

эмоциональных нравственных переживаний, ситуаций новизны, внезапности, остроты; со-

здание различных ситуаций; беседа, рассуждение о разных жизненных ситуациях; познава-

тельные игры и тому подобное). 

2. Методы стимулирования долга и ответственности (интерпретация индивиду-

альной и социальной значимости обучения; требования, поощрения и наказания).  
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Одной из основных задач педагогов является стимулирование и мотивация учебной де-

ятельности учащихся. Этот процесс складывается из взаимодействия учителя и учеников, 

обеспечивающего мотивацию учебной деятельности учащихся. Совместное применение раз-

нообразных средств и методов формирования учебной мотивации и стимулирования позво-

ляет получить наиболее желаемый результат. Мотивация и стимулирование познавательной 

деятельности на уроках математики оказывает положительное влияние на уровень обучаемо-

сти школьников и по другим предметам.  
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Summary. The article is devoted to some aspects of stimulating and motivating learning activities in 
math lessons. Considered: the distinctive factors inherent in the training motivation; types of mo-
tives; methods of stimulating and motivating learning activities. It also mentions the age differences 
of the motives of high school students from schoolchildren of another age. As you know, a person 
forms and manifests himself in activity. Activity - a specific kind of human activity, addressed pri-
marily to the study and change of the surrounding reality, itself and the conditions of its existence. 
In the process of activity people use their abilities and create objects of material and spiritual culture, 
while preserving and improving the environment, form a society and something that could not exist 
without their activity. Throughout his life, a person makes a huge variety of activities. Each activity 
takes a different position in life, at certain stages one of them is leading, pre-mining. For the school-
boy leading is the learning activity. 
Keywords: educational activity; stimulation; motivation; types of motives; methods of stimulating 
and motivating learning activities; adequate and inadequate self-esteem of high school students. 
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