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Аннотация. Статья посвящена исследованию нелокальной задача Дирихле для 

обобщенного уравнения Лапласа с некарлемановскими сдвигами в старших 
производных. Наличие сдвигов, отображающих точки границы внутрь области, 
приводит к появлению решений, гладкость которых может нарушаться внутри 
области. 

Ключевые слова: уравнение Лапласа, дифференциально-разностное 
уравнение, сосредоточенное запаздывание и опережение. 

 
Введение. Постановка задачи 

В работе исследуется нелокальная задача Дирихле для обобщенного уравнения Лапласа 
с некарлемановскими сдвигами в старших производных. Наличие сдвигов, отображающих 
точки границы внутрь области, приводит [2] к появлению решений, гладкость которых может 
нарушаться внутри области. 

Цель предлагаемой работы, получить не только непрерывное, но и гладкое решение 
задачи, используя метод сшивания на внутренней переходной линии 𝑥𝑥 = 𝜏𝜏, 0 < 𝑦𝑦 < ℎ  (0 <
𝜏𝜏,ℎ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐). 

Дифференциально-разностное эллиптическое уравнение опережающе-
запаздывающего типа  
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 𝑈𝑈𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 𝑎𝑎0𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 𝜏𝜏,𝑦𝑦) + 𝑎𝑎1𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + 𝑎𝑎2𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 𝜏𝜏, 𝑦𝑦) = 0  (1) 

рассмотрим в области 𝐷𝐷 = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦): 0 < 𝑥𝑥 < 2𝜏𝜏, 0 < 𝑦𝑦 < ℎ} = ⋃ 𝐷𝐷𝑘𝑘1
𝑘𝑘=0 , где   𝐷𝐷𝑘𝑘 = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦): 𝑘𝑘𝑘𝑘 <

𝑥𝑥 < (𝑘𝑘 + 1)𝜏𝜏, 0 < 𝑦𝑦 < ℎ}  �𝑘𝑘 = −1,2�, 0 < 𝜏𝜏,ℎ ≡ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐; 0 < 𝑎𝑎𝑛𝑛 ≡ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑛𝑛 = 0,1,2). 
Задача 𝒁𝒁. Найти в области 𝐷𝐷 решение 𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐶𝐶(𝐷𝐷) ∩ 𝐶𝐶2(𝐷𝐷) уравнения (1), 

удовлетворяющее условиям  

𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑟𝑟(𝑥𝑥, 𝑦𝑦), (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷−1; (2) 

U(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝜌𝜌(𝑥𝑥,𝑦𝑦), (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷2; (3) 

U(𝑥𝑥,ℎ) = 0, 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 2𝜏𝜏; (4) 

U(𝑥𝑥, 0) = 𝜔𝜔(𝑥𝑥), 0 ≤ 0 ≤ 2𝜏𝜏; (5) 

условиям сопряжения:  

� U(𝜏𝜏−,𝑦𝑦) = U(𝜏𝜏+, 𝑦𝑦) = 𝑝𝑝(𝑦𝑦), 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ ℎ;
U𝑥𝑥(𝜏𝜏−,𝑦𝑦) = U𝑥𝑥(𝜏𝜏+,𝑦𝑦) = 𝑔𝑔(𝑦𝑦), 0 < 𝑦𝑦 < ℎ, 

где 𝑟𝑟(𝑥𝑥,𝑦𝑦), 𝜌𝜌(𝑥𝑥, 𝑦𝑦),𝜔𝜔(𝑥𝑥) - заданные непрерывные достаточно гладкие функции; 𝑝𝑝(𝑦𝑦),𝑔𝑔(𝑦𝑦) - 
функции, подлежащие определению в процессе решения задачи. 

Теорема 1. Если 𝑟𝑟(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐶𝐶2(𝐷𝐷−1) ∩ 𝐶𝐶4(𝐷𝐷−1); 𝜌𝜌(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐶𝐶2(𝐷𝐷2) ∩ 𝐶𝐶4(𝐷𝐷2); 
 𝜔𝜔(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶[0,2𝜏𝜏] ∩ 𝐶𝐶2(0,2𝜏𝜏); 𝑎𝑎0 = 𝑎𝑎2,𝑎𝑎1 > 𝑎𝑎0 > 0;  𝑟𝑟(0,ℎ) = 𝜌𝜌(2𝜏𝜏, ℎ) = 0, 𝑟𝑟(0,0) = 𝜔𝜔(0) = 0, 
𝜌𝜌(2𝜏𝜏, 0) = 𝜔𝜔(2𝜏𝜏) = 0, то существует единственное решение 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) задачи Z. 

Единственность решения задачи 𝒁𝒁 
Произведем редукцию опережающе-запаздывающего уравнения (1) к системе двух 

уравнений без отклонений аргумента 𝑥𝑥. 
В терминах функций  

𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑦𝑦), (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷𝑘𝑘�𝑘𝑘 = −1,2�, (6) 

запишем уравнение (1) в области 𝐷𝐷0, учтя (2), в виде  

 𝑈𝑈0𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + 𝑎𝑎0𝑈𝑈1𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 𝜏𝜏, 𝑦𝑦) + 𝑎𝑎1𝑈𝑈0𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + 𝑎𝑎2𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 𝜏𝜏,𝑦𝑦) = 0, (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷0; (7) 

а в области 𝐷𝐷1, переведя её заменой 𝑥𝑥 на 𝑥𝑥 + 𝜏𝜏 в 𝐷𝐷0, учтя (3), в форме  

 𝑈𝑈1𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥 + 𝜏𝜏,𝑦𝑦) + 𝑎𝑎0𝜌𝜌𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2𝜏𝜏, 𝑦𝑦) + 𝑎𝑎1𝑈𝑈1𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 𝜏𝜏,𝑦𝑦) + 𝑎𝑎2𝑈𝑈0𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 0, (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷0. (8) 

 Вводя вектор  

 U(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = (U0(𝑥𝑥,𝑦𝑦), U1(𝑥𝑥 + 𝜏𝜏,𝑦𝑦))𝑇𝑇, (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷0, (9) 

систему (7), (8) представим в матричном виде: 

 𝑈𝑈𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 𝐴𝐴𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −𝑚𝑚𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦), (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷0, (10) 

где 

𝐴𝐴 = �
𝑎𝑎1 𝑎𝑎0
𝑎𝑎2 𝑎𝑎1� ,𝑚𝑚(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = �𝑚𝑚0(𝑥𝑥, 𝑦𝑦),𝑚𝑚1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)�𝑇𝑇 ≡ �𝑎𝑎2𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 𝜏𝜏,𝑦𝑦), 𝑎𝑎0𝜌𝜌𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 2𝜏𝜏,𝑦𝑦)�𝑇𝑇 . 

Матрица 𝐴𝐴 при  𝑎𝑎0 = 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎1 > 𝑎𝑎0 > 0 является симметрической и положительно 
определенной, причем 
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𝑇𝑇𝐴𝐴−1𝐴𝐴𝑇𝑇𝐴𝐴 = Λ𝐴𝐴 = �𝛾𝛾0

2 0
0 𝛾𝛾12

� ,𝑇𝑇𝐴𝐴 = �1 1
1 −1�, 

 𝑇𝑇𝐴𝐴−1 = 1
2
𝑇𝑇𝐴𝐴 = 1

2
�Φ0
Φ1
� ,Φ𝑗𝑗 = �1, (−1)𝑗𝑗�(𝑗𝑗 = 0,1),   

(11) 

а   𝛾𝛾𝑗𝑗2 = 𝑎𝑎1 + (−1)𝑗𝑗𝑎𝑎0 (𝑗𝑗 = 0,1).    
Умножая слева матричное уравнение (10) на 𝑇𝑇𝐴𝐴−1 из (11), учитывая 𝑇𝑇𝐴𝐴−1𝐴𝐴 = Λ𝐴𝐴𝑇𝑇𝐴𝐴−1, 

после преобразований приходим к двум отдельным эллиптическим уравнениям  

 𝑞𝑞𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + 𝛾𝛾𝑗𝑗2𝑞𝑞𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑛𝑛𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦), (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷0 (𝑗𝑗 = 0,1), (12) 

где 

 𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =< Φ𝑗𝑗 , U(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) >,𝑛𝑛𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −< Φ𝑗𝑗 ,𝑚𝑚(𝑥𝑥,𝑦𝑦) >𝑥𝑥𝑥𝑥,   (13) 

а < Φ𝑗𝑗 , U(𝑥𝑥,𝑦𝑦) >, < Φ𝑗𝑗 ,𝑚𝑚(𝑥𝑥,𝑦𝑦) > - скалярные произведения векторов. 
Множество решений 𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦), (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷0 (𝑗𝑗 = 0,1) двух неоднородных уравнений (12) 

содержит все решения 𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥, 𝑦𝑦), (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷𝑘𝑘 (𝑘𝑘 = 0,1) опережающе-запаздывающего 
уравнения (1), которые, в силу (9), можно выделить из системы (13) в виде  

 �
𝑈𝑈0(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑈𝑈1(𝑥𝑥 + 𝜏𝜏,𝑦𝑦)� = 𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑇𝑇𝐴𝐴 �
𝑞𝑞0(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝑞𝑞1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)� , (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷0. (14) 

Таким образом, поставленная задача Z для опережающе-запаздывающего уравнения (1) 
в области 𝐷𝐷 редуцирована к двум задачам для двух уравнений эллиптического типа (12) без 
отклонений в области 𝐷𝐷0 относительно функций 𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦)(𝑗𝑗 = 0,1) вида (13). 

Задача 𝒁𝒁𝒋𝒋. Найти в области 𝐷𝐷0 решение 𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐶𝐶�𝐷𝐷0� ∩ 𝐶𝐶2(𝐷𝐷0) уравнения (12), 
удовлетворяющее условиям  

 𝑞𝑞𝑗𝑗(0,𝑦𝑦) = 𝑟𝑟𝑗𝑗(𝑦𝑦) ≡< Φ𝑗𝑗 , U(0,𝑦𝑦) >, 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ ℎ, (15) 

 𝑞𝑞𝑗𝑗(𝜏𝜏, 𝑦𝑦) = 𝜌𝜌𝑗𝑗(𝑦𝑦) ≡< Φ𝑗𝑗 , U(𝜏𝜏, 𝑦𝑦) >, 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ ℎ, (16) 

 𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,ℎ) = 0, 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝜏𝜏, (17) 

 𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥, 0) = 𝜔𝜔𝑗𝑗(𝑥𝑥) ≡< Φ𝑗𝑗 , U(𝑥𝑥, 0) >, 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝜏𝜏, (18) 

где 𝑟𝑟𝑗𝑗(𝑦𝑦),𝜌𝜌𝑗𝑗(𝑦𝑦),𝜔𝜔𝑗𝑗(𝑥𝑥) (𝑗𝑗 = 0,1) - заданные непрерывные достаточно гладкие функции. 
Здесь и далее 𝑗𝑗 = 0,1. 
Единственность решения задачи Z  для опережающе-запаздывающего уравнения (1) 

в области 𝐷𝐷 следует из того, что однородная задача Z имеет тривиальное решение 𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≡ 0 
в 𝐷𝐷 в смысле её эквивалентности, согласно (13), (14), тривиальному решению 𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≡ 0 в 
𝐷𝐷0 однородной задаче 𝑍𝑍𝑗𝑗 для однородного уравнения (12) при однородных условиях (15)-(18). 

Доказательство этого факта следует из интегрирования по области 𝐷𝐷0 тождества 
�𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑞𝑞𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)�

𝑥𝑥
+ 𝛾𝛾𝑗𝑗2 �𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑞𝑞𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)�

𝑦𝑦
− 𝑞𝑞𝑗𝑗𝑗𝑗2 (𝑥𝑥,𝑦𝑦) − 𝛾𝛾𝑗𝑗2𝑞𝑞𝑗𝑗𝑗𝑗2 (𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 0, однородности 

граничных условий (15) - (18), применения формулы Грина и положительной определённости 
интеграла  

� �𝑞𝑞𝑗𝑗𝑗𝑗2 (𝑥𝑥,𝑦𝑦) + 𝛾𝛾𝑗𝑗2𝑞𝑞𝑗𝑗𝑗𝑗2 (𝑥𝑥,𝑦𝑦)�
𝐷𝐷0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, 

из которого следует 𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≡ 0 в 𝐷𝐷0. 
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Таким образом, единственность решения задачи 𝑍𝑍𝑗𝑗 для уравнения (12) и граничных 
условий (15) - (18) в области 𝐷𝐷0 доказана.  

Тривиальность решения однородной задачи Z для опережающе-запаздывающего 
уравнения (1) и однородных условий (2) - (5) в области 𝐷𝐷 следует из 𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≡ 0 в 𝐷𝐷0 и 
равенств (13), (6), (9), (14): U(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = U𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≡ 0, (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷𝑗𝑗. Это означает единственность 
решения задачи Z для уравнения (1) при граничных условиях (2) – (5). 

Существование гладкого решения задачи 𝒁𝒁 

Решение задачи 𝑍𝑍𝑗𝑗 имеет [1] вид: 

 

𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = �𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑠𝑠ℎ �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝛾𝛾𝑗𝑗(ℎ − 𝑦𝑦)
𝜏𝜏 �

𝑠𝑠ℎ �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ
𝜏𝜏 �

sin �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜏𝜏
� +

+∞

𝑛𝑛=1

 

+�𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑠𝑠ℎ �𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ

�

𝑠𝑠ℎ �𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ
�

sin �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ
� +

+∞

𝑛𝑛=1

�𝐷𝐷𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑠𝑠ℎ �𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜏𝜏 − 𝑥𝑥)

𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ
�

𝑠𝑠ℎ �𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ
�

sin �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ
� +

+∞

𝑛𝑛=1

+ � � 𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚sin (
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜏𝜏

)
+∞

𝑚𝑚=1

+∞

𝑛𝑛=1

sin �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ
� , (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐷𝐷0, 

(19) 

где  

 𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛 =
2
𝜏𝜏
� 𝜔𝜔𝑗𝑗(𝜉𝜉) sin �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜏𝜏 � 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜏𝜏

0
=

2
𝜏𝜏
𝜏𝜏
ℎ𝜋𝜋

� 𝜔𝜔𝑗𝑗
,(𝜉𝜉) cos �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜏𝜏 � 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜏𝜏

0
, (20) 

 

 
𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 =

2
ℎ
� 𝜌𝜌𝑗𝑗(𝜉𝜉) sin �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ �𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ

0
=

2
ℎ
⋅
ℎ
𝑛𝑛𝑛𝑛

� 𝜌𝜌𝑗𝑗
,(𝜉𝜉) cos �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ � 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

ℎ

0

=
ℎ
𝑛𝑛𝑛𝑛

�𝐶𝐶𝑛𝑛𝑃𝑃 + (−1)𝑗𝑗𝐶𝐶𝑛𝑛
𝜌𝜌�; 

(21) 

причем 

 𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑝𝑝 =

2
ℎ
� 𝑃𝑃,(𝜉𝜉) cos �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ �𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ

0
,𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑝𝑝 =
2
ℎ
� 𝜌𝜌,(2𝜏𝜏, 𝜉𝜉) cos �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ �𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ

0
; (22) 

а 𝑃𝑃(𝑦𝑦) = 𝑈𝑈(𝜏𝜏, 𝑦𝑦) согласно условиям сопряжения задачи Z; 

 
 𝐷𝐷𝑛𝑛𝑛𝑛 =

2
ℎ
� 𝑟𝑟𝑗𝑗(𝜉𝜉) sin �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ � 𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ

0
=

=
2
ℎ
⋅
ℎ
𝑛𝑛𝑛𝑛

� 𝑟𝑟𝑗𝑗
,(𝜉𝜉) cos �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ �𝑑𝑑𝑑𝑑 =

ℎ

0

ℎ
𝑛𝑛𝑛𝑛

�𝐷𝐷𝑛𝑛𝑟𝑟 + (−1)𝑗𝑗𝐶𝐶𝑛𝑛𝑃𝑃�, 
(23) 

и  

 𝐷𝐷𝑛𝑛𝑟𝑟 =
2
ℎ
� 𝑟𝑟 ,(0, 𝜉𝜉) cos �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ � 𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ

0
;  (24) 

 𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = −
4ℎ𝜏𝜏

𝜋𝜋2�(𝜏𝜏𝜏𝜏)2 + 𝛾𝛾𝑗𝑗2(ℎ𝑚𝑚)2�
� 𝑑𝑑𝑑𝑑 � 𝑛𝑛𝑗𝑗

ℎ

0

𝜏𝜏

0
(𝜉𝜉, 𝜂𝜂) sin �

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜏𝜏 � sin �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ
� 𝑑𝑑𝑑𝑑. (25) 
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В решение (19) задачи 𝑍𝑍𝑗𝑗 входят неизвестные функции 𝑃𝑃(𝑦𝑦), 0 < 𝑦𝑦 < ℎ, которые 
присутствуют в коэффициентах (21), (23). 

Для обеспечения гладкости решения (19), используя условия сопряжения задачи Z (т.е. 
метод сшивания на линии 𝑥𝑥 = 𝜏𝜏, 0 < 𝑦𝑦 < ℎ), найдем выражение для 𝐶𝐶𝑛𝑛

𝑝𝑝 из (19), (22), (24). 
На основании условий сопряжения задачи Z и (6), (9)  

𝜕𝜕𝑢𝑢0(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑥𝑥=𝜏𝜏

=
𝜕𝜕𝑢𝑢1(𝑥𝑥 + 𝜏𝜏,𝑦𝑦)

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑥𝑥=0

, 

т.е. 

 

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑥𝑥=𝜏𝜏

− (−1)𝑗𝑗𝜌𝜌𝑥𝑥
, (2𝜏𝜏,𝑦𝑦)

= (−1)𝑗𝑗
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑥𝑥=0

− (−1)𝑖𝑖𝑟𝑟𝑥𝑥
, (0,𝑦𝑦), 

(26) 

поскольку, в силу (13), (9), (11), 

𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =< Φ𝑗𝑗 , U(𝑥𝑥,𝑦𝑦) >=< �1, (−1)𝑗𝑗�, (U0(𝑥𝑥, 𝑦𝑦), U1(𝑥𝑥 + 𝜏𝜏,𝑦𝑦)𝑇𝑇) >= 

= U0(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + (−1)𝑗𝑗U1(𝑥𝑥 + 𝜏𝜏, 𝑦𝑦). 

Дифференцируя по 𝑥𝑥 при 𝑥𝑥 = 0, 𝜏𝜏; 0 < 𝑦𝑦 < ℎ равенство (19), учитывая последнюю 
форму записи коэффициентов   𝐵𝐵𝑛𝑛𝑛𝑛 ,𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛 ,𝐷𝐷𝑛𝑛𝑛𝑛 соответственно в (20), (21), (23), на основании 
(26), получим  

1
𝛾𝛾𝑗𝑗
���𝐶𝐶𝑛𝑛𝑃𝑃 + (−1)𝑗𝑗𝐶𝐶𝑛𝑛

𝜌𝜌+(−1)𝑗𝑗𝐷𝐷𝑛𝑛𝑟𝑟 + 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑃𝑃�𝑡𝑡ℎ(−1)𝑗𝑗 �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ

�
+∞

𝑛𝑛=1

+ 

+
𝛾𝛾𝑗𝑗𝜋𝜋
𝜏𝜏

� 𝑚𝑚𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�(−1)𝑚𝑚 − (−1)𝑗𝑗�
+∞

𝑚𝑚=1

� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/ℎ) = 

= −(−1)𝑗𝑗𝑟𝑟𝑥𝑥
, (0,𝑦𝑦) + (−1)𝑗𝑗𝜌𝜌𝑥𝑥

, (2𝜏𝜏,𝑦𝑦) + 

+ ��(−1)𝑗𝑗 − (−1)𝑚𝑚�
+∞

𝑚𝑚=1

�
2
𝜏𝜏
� 𝜔𝜔𝑗𝑗

,(𝜉𝜉)cos (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚/𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜏𝜏

0
�
𝑠𝑠ℎ�𝑚𝑚𝑚𝑚𝛾𝛾𝑗𝑗(ℎ − 𝑦𝑦)/𝜏𝜏�

𝑠𝑠ℎ�𝑚𝑚𝑚𝑚𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ/𝜏𝜏�
, 

0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ ℎ. 
Значит,  

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑃𝑃 = −
1
2

(−1)𝑗𝑗[𝐶𝐶𝑛𝑛𝑃𝑃 + 𝐷𝐷𝑛𝑛𝑟𝑟] −
𝛾𝛾𝑗𝑗𝜋𝜋
2𝜏𝜏

𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ(−1)𝑗𝑗 �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ

� � 𝑚𝑚𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�(−1)𝑚𝑚 − (−1)𝑗𝑗� +
+∞

𝑚𝑚=1

+
𝛾𝛾𝑗𝑗
ℎ
𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ(−1)𝑗𝑗 �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ

�� sin �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ � �(−1)𝑗𝑗𝑟𝑟𝑥𝑥

, (0, 𝑡𝑡) + (−1)𝑗𝑗𝜌𝜌𝑥𝑥
, (2𝜏𝜏, 𝑡𝑡)

ℎ

0
+ 

+ ��(−1)𝑗𝑗 − (−1)𝑚𝑚� �
2
𝜏𝜏
� 𝜔𝜔𝑗𝑗

,(𝜉𝜉)cos(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚/𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜏𝜏

0
�
𝑠𝑠ℎ�𝑚𝑚𝑚𝑚𝛾𝛾𝑗𝑗(ℎ − 𝑡𝑡)/𝜏𝜏�
𝑠𝑠ℎ�𝑚𝑚𝑚𝑚𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ/𝜏𝜏�

+∞

𝑚𝑚=1

� 𝑑𝑑𝑑𝑑, 

или, используя (25), формулы суммирования рядов 5.4.5.1,2 из [3], интегрирование по частям, 
преобразования,  
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𝐶𝐶𝑛𝑛𝑃𝑃 = −
1
2

(−1)𝑗𝑗[𝐶𝐶𝑛𝑛𝑃𝑃 + 𝐷𝐷𝑛𝑛𝑟𝑟]

−
1
ℎ𝛾𝛾𝑗𝑗

� 𝑑𝑑𝑑𝑑 � 𝑛𝑛𝑗𝑗
ℎ

0

𝜏𝜏

0
(𝜉𝜉, 𝜂𝜂)

𝑠𝑠ℎ �𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ𝛾𝛾𝑗𝑗
� + (−1)𝑗𝑗𝑠𝑠ℎ(𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜏𝜏 − 𝜉𝜉)

ℎ𝛾𝛾𝑗𝑗
)

𝑐𝑐ℎ(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ𝛾𝛾𝑗𝑗
) − (−1)𝑗𝑗

sin �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ
� 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

+(−1)𝑗𝑗
𝛾𝛾𝑗𝑗
ℎ
𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ(−1)𝑗𝑗 �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ

�� [𝜌𝜌𝑥𝑥
, (2𝜏𝜏, 𝜉𝜉) − 𝑟𝑟𝑥𝑥

, (0, 𝜉𝜉)]
ℎ

0
sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/ℎ)𝑑𝑑𝑑𝑑 − 

− 1
ℎ ∫ 𝜔𝜔𝑗𝑗

,(𝜉𝜉) 𝑐𝑐ℎ�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ�−(−1)𝑗𝑗𝑐𝑐ℎ(𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜏𝜏−𝜉𝜉)/𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ)

𝑐𝑐ℎ�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ
�−(−1)𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑.𝜏𝜏
0                     (27) 

 

Подставляя (27) в (19), получим искомое гладкое решение задачи 𝑍𝑍𝑗𝑗 в области 𝐷𝐷0: 

𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =
1
𝜋𝜋
� 𝜔𝜔𝑗𝑗

,(𝜉𝜉)𝐾𝐾1𝑗𝑗
𝜏𝜏

0
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

+
1
𝜋𝜋
� ��𝜌𝜌𝜉𝜉

, (2𝜏𝜏, 𝜉𝜉) − 𝑟𝑟𝜉𝜉
, (0, 𝜉𝜉)�𝐾𝐾2𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝜉𝜉) + 𝛾𝛾𝑗𝑗[𝜌𝜌𝑥𝑥

, (2𝜏𝜏, 𝜉𝜉) + 𝑟𝑟𝑥𝑥
, (0, 𝜉𝜉)]𝐾𝐾3𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝜉𝜉)�

ℎ

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 − 

−
1
ℎ𝛾𝛾𝑗𝑗

� 𝑑𝑑𝑑𝑑 � 𝑛𝑛𝑗𝑗
ℎ

0

𝜏𝜏

0
(𝜉𝜉, 𝜂𝜂)𝐾𝐾4𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂)𝑑𝑑𝑑𝑑; 

(28) 

где  

𝐾𝐾1𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝜉𝜉) = �
1
𝑛𝑛
�

2𝑠𝑠ℎ �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝛾𝛾𝑗𝑗(ℎ − 𝑦𝑦)

𝜏𝜏 �

𝑠𝑠ℎ �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ
𝜏𝜏 �

c𝑜𝑜𝑜𝑜 �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜏𝜏 � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜏𝜏
� − 𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑗𝑗)𝑊𝑊(𝜉𝜉, 1, 𝑗𝑗)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ
��

+∞

𝑛𝑛=1

, 

𝐾𝐾2𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝜉𝜉) = (−1)𝑗𝑗 �
1
𝑛𝑛
𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑗𝑗 + 1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/ℎ)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/ℎ)

+∞

𝑛𝑛=1

, 

𝐾𝐾3𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝜉𝜉) = (−1)𝑗𝑗 �
1
𝑛𝑛
𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑗𝑗)𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ(−1)𝑗𝑗�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/2𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/ℎ)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/ℎ)

+∞

𝑛𝑛=1

, 

𝐾𝐾4𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂) = �
1
𝑛𝑛
𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑗𝑗)𝑊𝑊(𝜉𝜉, 0, 𝑗𝑗)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ
� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℎ
� +

+∞

𝑛𝑛=1

 

+
𝑐𝑐ℎ�𝑛𝑛𝑛𝑛𝛾𝛾𝑗𝑗�ℎ − (𝜂𝜂 − 𝑦𝑦)�/𝜏𝜏� − 𝑐𝑐ℎ�𝑛𝑛𝑛𝑛𝛾𝛾𝑗𝑗�ℎ − (𝜂𝜂 + 𝑦𝑦)�/𝜏𝜏�

𝑠𝑠ℎ�𝑛𝑛𝑛𝑛𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ/𝜏𝜏�
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/𝜏𝜏)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/𝜏𝜏) 

причем  

𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑗𝑗 + 𝛼𝛼) =
𝑠𝑠ℎ�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ� + (−1)𝑗𝑗+𝛼𝛼𝑠𝑠ℎ�𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜏𝜏 − 𝑥𝑥)/𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ�

𝑠𝑠ℎ�𝑛𝑛𝑛𝑛𝜏𝜏/𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ�
; 

𝑊𝑊(𝜉𝜉,𝑘𝑘, 𝑗𝑗) = �
ℎ𝛾𝛾𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘 𝜕𝜕𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜉𝜉𝑘𝑘
𝑠𝑠ℎ�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ� − (−1)𝑗𝑗+1𝑠𝑠ℎ�𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜏𝜏 − 𝜉𝜉)/𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ�

𝑐𝑐ℎ�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛/𝛾𝛾𝑗𝑗ℎ� − (−1)𝑗𝑗
. 

Ядра решения (28) 𝐾𝐾𝑚𝑚𝑚𝑚 ∈ 𝐶𝐶2 �𝑚𝑚 = 1,4�, что следует, например, из представления  
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−𝐾𝐾1𝑗𝑗(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝜉𝜉) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋(𝑥𝑥 − 𝜉𝜉)/𝜏𝜏)

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜋𝜋(𝑥𝑥 − 𝜉𝜉)/𝜏𝜏) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�𝜋𝜋𝛾𝛾𝑗𝑗𝑦𝑦/𝜏𝜏�
+ 

+𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋(𝑥𝑥 + 𝜉𝜉)/𝜏𝜏)

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜋𝜋(𝑥𝑥 + 𝜉𝜉)/𝜏𝜏) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�𝜋𝜋𝛾𝛾𝑗𝑗𝑦𝑦/𝜏𝜏�
+ 

+� � (−1)𝑙𝑙𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜋𝜋(𝑥𝑥 − (−1)𝑘𝑘𝜉𝜉)/𝜏𝜏)

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜋𝜋(𝑥𝑥 − (−1)𝑘𝑘𝜉𝜉)/𝜏𝜏) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�𝜋𝜋𝛾𝛾𝑗𝑗(2ℎ(𝑚𝑚 + 1) + (−1)𝑒𝑒𝑦𝑦)/𝜏𝜏�

1

𝑒𝑒,𝑘𝑘=0

+∞

𝑛𝑛=1

. 

Используя (14), (28), получим гладкое решение 𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) задачи Z. 
Теорема доказана. 
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Abstract. The article is devoted to the study of the nonlocal Dirichlet problem for the 
generalized Laplace equation with non-Carleman shifts in the highest derivatives. The 
presence of shifts mapping the points of the boundary to the interior of the region 
leads to the appearance of solutions, the smoothness of which may be violated inside 
the region. 
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