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Аннотация. Рассматривается модель, используемая при анализе 
взаимодействия между двумя (тормозящим и возбуждающим) нейронами в 
биологической системе. С помощью комбинации методов проверяется 
существование и устойчивость предельных циклов. В ходе численных 
экспериментов получены фазовые портреты системы и установлен характер 
положения равновесия при изменении параметра вблизи бифуркационного 
значения. 
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Современный мир динамических моделей развивается и расширяется стремительными 

темпами. Помимо традиционных областей таких, как механика, техника, физика, астрономия, 

теперь он охватывает менее традиционные области – химию, биологию, медицину, экологию, 

экономику. Большое количество известных численных методов исследования часто 

неприменимо для нелокального анализа таких моделей, то есть для решения задач 

устойчивости и неустойчивости состояний равновесия, а также проблем существования и 

устойчивости циклов различного типа. Если эти методы все же применяются, то, как известно, 

иногда они приводят к ошибкам качественного характера. Более точные результаты в 

нелокальном анализе динамических систем могут быть получены только с использованием 

точных (качественных) методов. 

Классический принцип, позволяющий доказать существование циклов в динамических 

системах второго порядка и установить их устойчивость – известная теорема (критерий) 

Пуанкаре-Бендиксона [2,3]. Применение этого принципа при исследовании конкретных 

систем позволяет сформулировать утверждение о существовании хотя бы одного орбитально 

устойчивого цикла в некоторой ограниченной области фазового пространства, но не 

гарантирует его единственности. В то же время известная бифуркационная теорема Пуанкаре-

Андронова-Хопфа [5] утверждает, не совсем точно, что в случае наличия сверхкритической 

бифуркации существует малый интервал изменения параметра бифуркации, гарантирующий 

существование, притом единственного, орбитально устойчивого цикла в малой окрестности 

точки покоя, который притягивает из заданной окрестности все траектории системы. 

Существование цикла при значениях параметров, достаточно удаленных от точки 

бифуркации, при применении теоремы Пуанкаре-Андронова-Хопфа может быть проверено, 

как правило, только с помощью численных экспериментов. Поэтому при исследовании систем 

конкретного вида, встречающихся в приложениях, гораздо более целесообразно 

комбинировать все вышеперечисленные методы исследования: принцип Пуанкаре-

Бендиксона, теорему Пуанкаре-Андронова-Хопфа и численный эксперимент, чем применять 

все эти методы по отдельности. Эта комбинация и будет продемонстрирована в данной работе. 
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Рассмотрим, например, модель, применяемую в биологической системе (нейронной 

сети) для исследования взаимодействия между тормозящим и возбуждающим нейронами [6]. 

Пусть эта модель описывает простейший случай, т. е. взаимодействие между двумя 

нейронами. Обозначим за 𝑥1 – выходную переменную состояния возбуждающего нейрона, за 

𝑥2 – выходную переменную состояния тормозящего нейрона. Уравнения системы имеют вид 

 {
𝑥̇1 = −

1

𝜏
𝑥1 + th(𝜆𝑥1) − th(𝜆𝑥2),

𝑥̇2 = −
1

𝜏
𝑥2 + th(𝜆𝑥1) + th(𝜆𝑥2),

 (1) 

где 𝜏 > 0 – постоянная времени и 𝜆 – коэффициент усиления.  

Применим критерий Пуанкаре-Бендиксона для того, чтобы установить условия 

существования периодических орбит. Обозначим  

𝜑1(𝑥1, 𝑥2) = −
1

𝜏
𝑥1 + th(𝜆𝑥1) − th(𝜆𝑥2), 

𝜑2(𝑥1, 𝑥2) = −
1

𝜏
𝑥2 + th(𝜆𝑥1) + th(𝜆𝑥2). 

Система (1) имеет единственную точку равновесия 0,0 21 == xx .  

В положении равновесия матрица Якоби системы 

𝐴(𝑥1, 𝑥2) =

[
 
 
 
 −

1

𝜏
+

𝜆

ch2(𝜆𝑥1)
−

𝜆

ch2(𝜆𝑥2)
𝜆

ch2(𝜆𝑥1)
−
1

𝜏
+

𝜆

ch2(𝜆𝑥2)]
 
 
 
 

 

имеет вид: 

 𝐴(0,0) = [
−
1

𝜏
+ 𝜆 −𝜆

𝜆 −
1

𝜏
+ 𝜆

]. (2) 

−
1

𝜏
+ 𝜆 ± 𝜆𝑖 — собственные числа матрицы Якоби. В случае 𝜆𝜏 > 1 вещественные части 

собственных чисел положительные, а в случае 𝜆𝜏 < 1 – отрицательные. Мы может видеть, что 

при 𝜆𝜏 > 1 одно из условий теоремы Пуанкаре-Бендиксона выполняется. Проверим 

выполнимость второго условия.  

Положим 𝑉(𝑥1, 𝑥2) =
1

2
(𝑥1

2 + 𝑥2
2) – непрерывно дифференцируемая функция. 

𝑉(𝑥1, 𝑥2) = 𝑐 – замкнутая кривая. Множество  𝑀 = {(𝑥1, 𝑥2): 𝑉(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝑐, 𝑐 > 2𝜏2} 
замкнутое, ограниченное. Нетрудно проверить, что 𝑀 содержит только одну точку 

равновесия, такую что собственные числа матрицы Якоби имеют положительные 

вещественные части. Тогда скалярное произведение векторного поля 𝜑(𝑥) на вектор-градиент 

𝛻𝑉 имеет вид 

𝜑 ∙ 𝛻𝑉 =
𝜕𝑉1
𝜕𝑥1

𝜑1 +
𝜕𝑉2
𝜕𝑥2

𝜑2 = −
𝑥1
2

𝜏
−
𝑥2
2

𝜏
+ 

+𝑥1[th(𝜆𝑥1) − th(𝜆𝑥2)] + 𝑥2[th(𝜆𝑥1) + th(𝜆𝑥2)]. 

Так как |th(𝜆𝑥)| < 1, то 𝜑 ∙ 𝛻𝑉 ≤ −
𝑥1
2

𝜏
−

𝑥2
2

𝜏
+ 2|𝑥1| + 2|𝑥2|. Поскольку 

𝑥2

𝜏
+ 2|𝑥| < 0 при 

|𝑥| > 2𝜏, то 𝜑 ∙ 𝛻𝑉 < 0. Таким образом, согласно критерию Пуанкаре-Бендиксона, во 

множестве 𝑀 существует периодическая орбита. 



CONTINUUM. МАТЕМАТИКА. ИНФОРМАТИКА. ОБРАЗОВАНИЕ. 2020. №4 

 

59 

 

Матрица Якоби (2) при 𝜆𝜏 < 1 имеет собственные числа с отрицательными 

вещественными частями, поэтому положение равновесия (0,0) является устойчивым фокусом 

(рис. 1).  

В случае же 𝜆𝜏 > 1 собственные числа матрицы Якоби имеют положительные 

вещественные части. В таком случае положение равновесия (0,0) является неустойчивым 

фокусом. 

 
Рис. 1. Фазовый портрет системы для случая 𝜏 = 1, 𝜆 = 0,9. 

Видим, что значение 𝜆𝜏 = 1 является бифуркационным значением параметра 𝜆𝜏, т. е. 

именно при этом значении качественно меняется фазовый портрет системы 

дифференциальных уравнений (1). Пренебрегая членами порядка 𝑂(𝑥5) в разложении в ряд 

Тейлора th(𝜆𝑥1) и th(𝜆𝑥2) в малой окрестности точки покоя (0,0), перепишем систему (1) в 

виде 

{
 

 𝑥̇1 = −𝜆𝑥2 −
𝜆3

3
(𝑥1

3 − 𝑥2
3),

𝑥̇2 = 𝜆𝑥1 −
𝜆3

3
(𝑥1

3 + 𝑥2
3).

 

Обозначим 𝜓1(𝑥1, 𝑥2) = −𝜆𝑥2 −
𝜆3

3
(𝑥1

3 − 𝑥2
3) и 𝜓2(𝑥1, 𝑥2) = 𝜆𝑥1 −

𝜆3

3
(𝑥1

3 + 𝑥2
3). 

Рассмотрим функцию 𝑉(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1
2 + 𝑥2

2. Тогда скалярное произведение векторного поля 

𝜓(𝑥) на вектор-градиент 𝛻𝑉 запишется в виде 

 

𝜓 ∙ 𝛻𝑉 =
𝜕𝑉1
𝜕𝑥1

𝜓1 +
𝜕𝑉2
𝜕𝑥2

𝜓2 = 2𝑥1 [−𝜆𝑥2 −
𝜆3

3
(𝑥1

3 − 𝑥2
3)] + 

+2𝑥2 [𝜆𝑥1 −
𝜆3

3
(𝑥1

3 + 𝑥2
3)] = −

2𝜆3

3
[𝑥1

4 − 𝑥1𝑥2
3 + 𝑥1

3𝑥2 + 𝑥2
4] =

= −
2𝜆3

3
𝑥1
4 [1 − (

𝑥2
𝑥1
)
3

+
𝑥2
𝑥1
+ (

𝑥2
𝑥1
)
4

]. 

Пусть ℎ(𝑡) = 𝑡4 − 𝑡3 + 𝑡 + 1. Нетрудно проверить, что ℎ(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ (−∞,∞). Если 

𝑥1 = 0, то 𝜓 ∙ 𝛻𝑉 = −
2𝜆3

3
𝑥2
4 < 0 при 𝑥2 ≠ 0. Поэтому 𝜓 ∙ 𝛻𝑉 < 0, а 𝑉 > 0. Таким образом, 
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согласно теореме Ляпунова об устойчивости по первому приближению [1,4] при 𝜆𝜏 = 1 

положение равновесия асимптотически устойчиво.  

Итак, при 𝜆𝜏 ≤ 1 положение равновесия в точке (0,0) асимптотически устойчиво, а при 

𝜆𝜏 > 1 оно неустойчиво и существует устойчивый предельный цикл, т. е. происходит 

сверхкритическая бифуркация Пуанкаре-Андронова-Хопфа. Таким образом, наличие такой 

бифуркации гарантирует существование и единственность орбитально устойчивого цикла при 

малых положительных значениях параметра 𝜆𝜏 − 1. 

Пользуясь численными экспериментами (рис .2–4), покажем, что при любых 

положительных значениях параметра 𝜆𝜏 − 1 существует единственный орбтально устойчивый 

цикл, притягивающий все остальные фазовые траектории системы. 

  

Рис.2. Фазовый портрет системы в 

случае 𝜏 = 1, 𝜆 = 1,1. 
Рис.3. Фазовый портрет системы в случае 

𝜏 = 1, 𝜆 = 2. 

 
Рис.4. Фазовый портрет системы в случае 𝜏 = 4, 𝜆 = 2. 
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