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Аннотация. При разработке некоторых методов гамильтоновой механики непо-
тенциальных систем с бесконечным числом степеней свободы используются, в 
частности, решения обратных задач вариационного исчисления (ОЗВИ) для урав-
нений с непотенциальными операторами. На основе методов решения ОЗВИ для 
таких уравнений могут быть решены задачи о представлении уравнений движения 
бесконечномерных систем в виде неканонических уравнений Гамильтона. При ис-
следовании движения систем с бесконечным числом степеней свободы также суще-
ственную роль могут играть алгебраические структуры, связанные с уравнениями 
движения. Целью работы является исследование уравнений движения непотенци-
альных систем с бесконечным числом степеней свободы в форме Гамильтона-
допустимых уравнений. 
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Работа является продолжением работ [1-6]. В ней используются обозначения и 

терминология этих работ. 

Рассматриваются симметрическая невырожденная билинейная форма  

 Φ(∙,∙) ≡<∙,∙> : 𝑉1 × 𝑉1 → ℝ (1) 

и уравнение 

 𝑢𝑡 = 𝐺𝑢(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢]). (2) 

Определение 1 [7]. Линейный оператор 𝐺𝑢: 𝐷(𝐺𝑢) ⊂ 𝑉1 → 𝑉1 называется 

гамильтоновым (относительно билинейной формы (1)), если ∀ ℎ, 𝑣, 𝑔 ∈  𝑉1 выполнены 

условия 

< 𝑔, 𝐺𝑢ℎ >= −< ℎ, 𝐺𝑢𝑔 >, 
< 𝑣, 𝐺𝑢

′ (𝑔; 𝐺𝑢ℎ) > +< 𝑔, 𝐺𝑢
′ (ℎ; 𝐺𝑢𝑣) >+< ℎ, 𝐺𝑢

′ (𝑣; 𝐺𝑢𝑔) >=0. 

Определение 2 [7]. Уравнение (2), где оператор 𝐺𝑢 является гамильтоновым, 

называется уравнением Гамильтона. 

Определение 3 [7]. Алгеброй 𝒜 называется линейное пространство над полем 

𝒦, наделенное билинейным произведением ∗, удовлетворяющим для произвольных 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝒜 и любом 𝜆 ∈ 𝒦 следующим условиям: 

𝑎 ∗ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ∗ 𝑏 + 𝑎 ∗ 𝑐, 
(𝑎 + 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ 𝑐 + 𝑏 ∗ 𝑐, 

(𝜆𝑎) ∗ 𝑏 = 𝑎 ∗ (𝜆𝑏) = 𝜆(𝑎 ∗ 𝑏). 
Определение 4 [7]. Алгебра Ли – это алгебра 𝒜 над полем 𝒦, для которой 

выполняются условия 

𝑎 ∗ 𝑏 + 𝑏 ∗ 𝑎 = 0, 
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𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) + 𝑏 ∗ (𝑐 ∗ 𝑎) + 𝑐 ∗ (𝑎 ∗ 𝑏) = 0 ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝒜. 
Определение 5 [7]. Любая алгебра 𝒜 над полем 𝒦 с произведением ∗ 

называется Ли-допустимой алгеброй, если алгеброй Ли является алгебра 𝒜, которая 

есть линейное пространство 𝒜 над полем 𝒦, наделенное билинейным произведением 
[𝑎, 𝑏] = 𝑎 ∗ 𝑏 − 𝑏 ∗ 𝑎 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜. 

Рассмотрим действительное линейное пространство ℱΦ, элементами которого 

являются параметрически зависящие от 𝑡 функционалы 𝐹[𝑡,∙]: 𝑈1 ⊆ 𝑉1 → ℝ, 

допускающие представление  

𝛿𝐹[𝑡, 𝑢, ℎ] =< 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐹[𝑡, 𝑢], ℎ >  ∀ 𝑢 ∈ 𝑈1, ∀ ℎ ∈ 𝐷(𝐹𝑢
′). 

Отметим, что в дальнейшем параметрически зависящие от 𝑡 функционалы 

𝐹[𝑡, 𝑢] будем обозначать также 𝐹[𝑢]. 
В этом пространстве определим билинейную операцию {∙,∙}, которая каждой 

паре функционалов 𝐹1 и 𝐹2 ставит в соответствие функционал {𝐹1, 𝐹2}, определяемый 

формулой 

 {𝐹1, 𝐹2}[𝑢] =< 𝐾1(𝑢), 𝐺𝑢𝐾2(𝑢) >  ∀𝑢 ∈ 𝑈1, (3) 

где 𝐾𝑖(𝑢) = 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐹𝑖[𝑢], 𝑖 = 1,2. 
 Формула (3) определяет скобку Пуассона. 

 

 Замечание. Если 𝑢 = (𝑞, 𝑝), 𝑞 = (𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛), 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛),  

𝐺𝑢 ≡ 𝐺 = (
0𝑛 𝐼𝑛
−𝐼𝑛 0𝑛

), 

𝐼𝑛- единичная матрица, то из (3) получаем классическую скобку Пуассона, 

составленную из функций 𝜑(𝑞, 𝑝, 𝑡) и 𝜓(𝑞, 𝑝, 𝑡) (см. [8]) 

{𝜑, 𝜓} =∑(
𝜕𝜑

𝜕𝑞𝑖
∙
𝜕𝜓

𝜕𝑝𝑖
−
𝜕𝜑

𝜕𝑝𝑖
∙
𝜕𝜓

𝜕𝑞𝑖
)

𝑛

𝑖=1

≡∑
𝜕(𝜑,𝜓)

𝜕(𝑞𝑖, 𝑝𝑖)
.

𝑛

𝑖=1

 

 

 Линейное пространство ℱΦ, наделенное билинейной операцией (3), образует алгебру 

Ли. 

 Определение 6 [7]. Уравнение  

 𝑢𝑡 = 𝐺̃𝑢(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢]) (4) 

называется Гамильтона-допустимым уравнением, если оператор 𝐺𝑢 ≡ 𝐺̃𝑢 − 𝐺̃𝑢
∗ 

является гамильтоновым в области 𝐷(𝐺̃𝑢) относительно заданной билинейной формы. 

В этом случае оператор 𝐺̃𝑢 называется Гамильтона-допустимым оператором. 

 

 Теорема 1. Оператор 𝐺̃𝑢: 𝐷(𝐺̃𝑢)⊂ 𝑉1 → 𝑉1 является Гамильтона-допустимым 

оператором тогда и только тогда, когда он представим в виде 

 𝐺̃𝑢 = 𝐺̃1𝑢 + 𝐺̃2𝑢, (5) 

где 𝐺̃1𝑢 – симметрический оператор, а 𝐺̃2𝑢 - гамильтонов. 

Доказательство. Предположим, что оператор 𝐺̃𝑢 является Гамильтона-допустимым 

оператором. Представим его в виде 

𝐺̃𝑢 =
𝐺̃𝑢 + 𝐺̃𝑢

∗

2
+
𝐺̃𝑢 − 𝐺̃𝑢

∗

2
  

и обозначим  

𝐺̃1𝑢 =
𝐺̃𝑢 + 𝐺̃𝑢

∗

2
, 𝐺̃2𝑢 =

𝐺̃𝑢 − 𝐺̃𝑢
∗

2
. 

Отметим, что оператор 𝐺̃1𝑢 является симметрическим, а 𝐺̃2𝑢 – гамильтоновым (по 

определению Гамильтона-допустимого оператора). 
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Обратно, пусть имеет место (5). Тогда  

𝐺̃𝑢
∗ = 𝐺̃1𝑢 − 𝐺̃2𝑢 

и оператор  

𝐺̃𝑢 − 𝐺̃𝑢
∗ = 2𝐺̃2𝑢 

является гамильтоновым. 

Теорема доказана. 

 Пример.  

 Рассмотрим уравнения 

 {
𝑢𝑡 =

𝛿𝐻

𝛿𝑝
,

𝑝𝑡 = −
𝛿𝐻

𝛿𝑢
+ 𝑠(𝑢, 𝑝).

 (6) 

Предположим, что 𝛿𝐻/𝛿𝑝 ≠ 0. 
Покажем, что уравнения (6) являются Гамильтона-допустимыми уравнениями. Имеем 

𝜕

𝜕𝑡
(
𝑢
𝑝) = (

0 𝐼
−𝐼 0

)(

𝛿𝐻
𝛿𝑢
𝛿𝐻
𝛿𝑝

) + (
0

𝑠
) = (

0 𝐼
−𝐼 0

)(

𝛿𝐻
𝛿𝑢
𝛿𝐻
𝛿𝑝

) + (
0 0
0 Θ

)(

𝛿𝐻
𝛿𝑢
𝛿𝐻
𝛿𝑝

) = 

= [(
0 𝐼
−𝐼 0

) + (
0 0
0 Θ

)](

𝛿𝐻
𝛿𝑢
𝛿𝐻
𝛿𝑝

), 

где Θ = 𝑠/(𝛿𝐻/𝛿𝑝), 𝐼 – тождественный оператор. 

В данном случае оператор  

𝐺̃𝑢 = (
0 𝐼
−𝐼 Θ

) 

представим в виде суммы  

𝐺̃1𝑢 + 𝐺̃2 = (
0 0
0 Θ

) + (
0 𝐼
−𝐼 0

) 

симметрического и гамильтонова операторов. 

Здесь 𝑢̅ = (𝑢, 𝑝). Тогда по теореме 1 оператор 𝐺̃𝑢 является Гамильтона-допустимым 

оператором. 

 Рассмотрим уравнение  

 𝑁(𝑢) ≡ 𝑢𝑡 − 𝐺̃(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢]) = 0, 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁). (7) 

По теореме 1 уравнение (7) является Гамильтона-допустимым уравнением, так как 

𝐺̃ = 𝐺̃1 + 𝐺̃2, где оператор  

𝐺̃1 =
𝐺̃ + 𝐺̃∗

2
, 

очевидно, симметрический, а оператор  

𝐺̃2 =
𝐺̃ − 𝐺̃∗

2
 

гамильтонов, так как он кососимметрический и не зависит от 𝑢. 
 Предположим, что функционал 𝐽[𝑢] – первый интеграл уравнения (7), а 

симметрический оператор 𝐺̃1 является положительно определенным относительно 

заданной билинейной формы Φ, то есть 

Φ(𝑣, 𝐺̃1𝑣) ≥ 𝑘 ∥ 𝑣 ∥  ∀𝑣 ∈ 𝐷(𝐺̃1), 

где 𝑘 – положительная постоянная. 

 Будем считать, что функционалы 𝐻 и 𝐽 не зависят явно от 𝑡. Тогда 

𝐷𝑡(𝐻[𝑢] + 𝛼𝐽[𝑢])|(6) = Φ(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢] + 𝛼𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐽[𝑢], 𝐺̃(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢])) = (8) 
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=  Φ(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢], 𝐺̃(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢])) + 𝛼Φ(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐽[𝑢], 𝐺̃(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢])) = 

 =  Φ(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢], 𝐺̃1(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢])) ≥ 𝑘 ∥ 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢] ∥  ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), 𝛼 ∈ ℝ,  

что указывает на возможность использования функционалов 𝐻 (при 𝛼 = 0) или 𝐻 +
𝛼𝐽 в качестве функционалов Ляпунова для исследования устойчивости движения 

системы.  

 Отметим, что в (8)  

Φ(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐽[𝑢], 𝐺̃(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢])) = 0 

по определению первого интеграла, а  

Φ(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢], 𝐺̃2(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢])) = 0 

ввиду кососимметричности оператора 𝐺̃2. 
 Из изложенного выше естественным образом возникает задача нахождения первых 

интегралов Гамильтона-допустимых уравнений. 

 Теорема 2. Функционал 𝐽[𝑢] является первым интегралом уравнения (4) тогда и 

только тогда, когда  
𝜕𝐽[𝑢]

𝜕𝑡
+ {𝐽, 𝐻}[𝑢]+< 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐽[𝑢], 𝐺̃𝑢

∗(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢]) > = 0 

на решениях уравнения (4). 

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝐽[𝑢] является первым интегралом уравнения 

(4), то есть 
𝑑

𝑑𝑡
𝐽[𝑢]|

(4)
= 0. 

Отсюда получаем 
𝑑

𝑑𝑡
𝐽[𝑢]|

(4)
= (

𝜕𝐽[𝑢]

𝜕𝑡
+< 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐽[𝑢], 𝑢𝑡 >)|

(4)
=
𝜕𝐽[𝑢]

𝜕𝑡
+< 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐽[𝑢], 𝐺̃𝑢(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢])

>= 

=
𝜕𝐽[𝑢]

𝜕𝑡
+< 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐽[𝑢], (𝐺̃𝑢 − 𝐺̃𝑢

∗)(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢]) > +< 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐽[𝑢], 𝐺̃𝑢
∗(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢]) >= 

=
𝜕𝐽[𝑢]

𝜕𝑡
+ {𝐽, 𝐻}[𝑢]+< 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐽[𝑢], 𝐺̃𝑢

∗(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢]) > = 0. 

Достаточность доказывается обратным ходом рассуждений. 

Теорема доказана. 

 Следствие 1. Если 
𝜕𝐻[𝑢]

𝜕𝑡
+< 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢], 𝐺̃𝑢

∗(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢]) > = 0 

на решениях уравнения (4), то гамильтониан 𝐻 является первым интегралом этого 

уравнения.  

 Следствие 2. Функционал 𝐽[𝑢] является первым интегралом уравнения Гамильтона 

(2) тогда и только тогда, когда  
𝜕𝐽[𝑢]

𝜕𝑡
+ {𝐽, 𝐻}[𝑢]  = 0 

на решениях уравнения (2). 

Здесь  
{𝐽, 𝐻}[𝑢] =< 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐽[𝑢], 𝐺𝑢(𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐻[𝑢]) >. 

 Следствие 3. Если гамильтониан 𝐻 не зависит явно от 𝑡, то он является первым 

интегралом уравнения Гамильтона (2). 
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 В пространстве ℱΦ введем билинейную операцию 

 (𝐹1, 𝐹2)[𝑢] =< 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐹1[𝑢], 𝐺̃𝑢𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐹2[𝑢] >, (9) 

где 𝐺̃𝑢 – Гамильтона-допустимый оператор. 

 Теорема 3. Линейное пространство ℱΦ, наделенное билинейной операцией (9), 

образует Ли-допустимую алгебру. 

Доказательство. Действительно, (9) позволяет ввести структуру алгебры в линейном 

пространстве ℱΦ, так как условия определения 3, очевидно, выполняются.  

 Эта алгебра не является алгеброй Ли. Однако она является Ли-допустимой алгеброй, 

так как для скобки {∙,∙}, определенной формулой  

{𝐹1, 𝐹2}[𝑢] = (𝐹1, 𝐹2)[𝑢] − (𝐹2, 𝐹1)[𝑢] = 

=< 𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐹1[𝑢], (𝐺̃𝑢 − 𝐺̃𝑢
∗)𝑔𝑟𝑎𝑑Φ𝐹2[𝑢] >, 

выполняются условия определения 4, так как оператор 𝐺𝑢 ≡ 𝐺̃𝑢 − 𝐺̃𝑢
∗ является 

гамильтоновым. 

Теорема доказана. 
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Abstract. Solutions of inverse problems of the calculus of variations (IPCV) for 
equations with nonpotential operators are used for development of some methods of 
Hamiltonian mechanics for infinite-dimensional nonpotential systems. The problem of 
representation of such equations in the form of noncanonical Hamiltonian equations 
can be studied with the use of methods for solving IPCV. Algebraic structures 
associated with the equations of motion play an important role in the mechanics of 
infinite-dimensional systems. The aim of the work is to investigate the equations of 
motion of infinite-dimensional nonpotential systems in the form of Hamiltonian-
admissible equations. 
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